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Chapter 2

Related Work
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Chapter 3
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3.1 Preliminaries

��� ��� ��	
 ���
�
�	 
��	�	� m� �	� [1,m] 
	���	 ��	 �	� �� 
��	�	�� {1, 2, . . . ,m}�

�	 ����� �	 ����	��	
 �
�� ��� ���� �	�� ���� ��
�	 
� ��� �����	�
� ���	��

� � ��
�	 ��
	�	
 �	� �� k ≥ 2 ����	��� P = [1, k]�

� � ��
�	 �	� �� nj ≥ 1 ����
��	 ���
��� ��� �����	�
	��� Aj = [1, nj]� ��� 	���

����	� j ∈ P�

�	 ��	 ��	 �	��
������ profile ��� �� ��
	�	
 ����	 ���� 
� ���
����� 
�
	�	
 ��

�� 
�
	� �	� ���� �� P� ������
�� ����
��
 ���	 ��	��	�
� �����
��� �� outcome

�� ��	 ���	 
� �	��	�	��	
 �� �� ������ ���	
�� s = (ij)j∈P� �
�� ��	 
��	���	���
��

���� 	�	�� ����	� j ∈ P �	������ ��	 ����	����

�� ���
�� ij ∈ Aj 
� ��	 ������	�

!�	 ����	 �� ��� ����
��	 ������	� 
� 
	���	
 �� S�

� utility function 
� � �����
�� u : A1 ×A2 × . . .×Ak → "# ���� �����
��	� ��	

�	�� ����	 u(s) �
�� ��	 ���
�� �����	 s� $�	�� ����	� ��� 
�� ��� ��
�
�� �����
���

%���	��
�	��� ��	 ���
��
 �������� ���	
�� (uj)j∈P 
� 
��	���	�	
 �� �������� ��� ���

���
�� �����	 s� ��	 ����	����

�� ��
�
�� �����	 ��� ��	 ����	�� 
� �
���� (uj(s))j∈P�

�	 �����	 ���
���� ����	�� ���� ���� 
�
	�	�
	���� ��
����� ��� ������
��� ���

�		& �� ���
�
'	 ��	
� �	��	��
�	 ��
�
�
	�� ���� � ����	� �
�� ������ ��	�	� �� ���
��

a ∈ Aj ��	� ���	 ���	� ���
�� b ∈ Aj 
� ��	 ����	����

�� ��
�
�� 
� ���
���� �
��	��

�	 ��
	(� �	�
	� ��	 ���
�� �� )��� 	*�
�
��
� ��� ��� ���	�+ ��� 
	��
��� ��	

�	�
	� 
� �	�	��	
 �� ,�����	 ��
 #��
���	
� -,#./0� 1
�	� �� ���
�� �����	 s� �	


	���	 �� s−j ��	 ����
�� �����	 �����
�
�� ��	 ���
��� 
� s ��� ��� ����	�� 	��	��

2.



������ j� �	� �
� ������ j �
� �
� ����
�� ��	��� s−j� ��� ���

Bj(s−j) = {a ∈ Aj : uj(s−j, a) ≥ uj(s−j, b) �	� ��� b ∈ Aj}


� ��� ���������� best-response function �	� ������ j� � pure strategy Nash

equilibrium 
� � ����
�� ���
	
 ��	���

s∗ = (a∗
j )j∈P

���� ���� ��� ��� 

�
�
���� ���
	
� 

 s∗ ��� ��������	
���� ���� ����	
��� �	� ���

������� �
�� ������� �	 ��� �	�����	
�

� ����
�� ���
	
 ��	����� �	�� �	������� 
�


� ��� ���� ���� �	� ����� j ∈ P�

uj(s
∗) ≥ uj(s

∗
−j, b) �	� ����� b ∈ Aj

����� (s∗−j, b) 
� ��� ���
	
 ��	��� 	���

�� ��	� s∗ �� ������

� ��� �	��	
�
� ���

�
	
 s∗j �
�� ��� ���
	
 b� �
��
�
����� ������� ��

	� ��

 �
� ��
�
�� �� ������	�����

���
�

� ���
� ���
�
��
�� ���
	
��

 	� ��� �

�� ����� 
�������
�� ���� �������������  ��� ���
�
��
�� !	������

���� ���� ���� mixed strategy Nash equilibria ��
�� ��
����
"� �������������

 ��� ���
�
��
�� �	� � ������ j ∈ P� �mixed strategy� αj� 
� � 
����	�	 ��
��������


���������
� 	��� 
�� ���
	
 ��� Aj� #
� 

���������
	
 	� � �
$�� �������� 
� ���� ���

������ j ��		��� �
� ���
	
 a ∈ Aj 

����
��
��� �
�� ��� �	�����	
�

� ��	���
�
��

αj(a)� �
 ����
������ 
	�� ���� ����� 	���	�� %��	� ���
	
 ��	���& 	� ��� ����

�	�����	
�� �	 � ����
����� �
$�� �������� 

 ��
�� ����� ������ ���
�
� ��	���
�
��

'(



1 �� ��� ������ �� ��	 �
����	�


���	����	��� ��	 ���	� �����	��	� �� ��� ��	 ����	�� �������
�	 � �����������	


����
� α = (αj)j∈P ���� ��	 ��������� ���	���	������ �� 
������	��

� ����	� j�� 
������ ��� ��� ������
��� �
�	 �����	�� a ∈ Aj �� ��	 	��	��	�

���
	 �� ��	 
������ �
������ uj ���������	� �� ��	 	�	�� ���� ����	� j �����	�

�����	�� a� �	� Uj
α(a) �	���	 ���� 	��	��	� ���
	�

� ����	� j�� ��	���� 
������ ��� �������
���� �����	 α �� ���	� ��

uj(α) =
∑
a∈Aj

αj(a)U
j
α(a) � !

"	 ��� �� ������ a ∈ Aj �� �� ��	 ��

��� �� � ���	� �����	�� αj ��� ����	� j

�� αj(a) > 0� #
���	����	� �	 ��� ���� α = (αj)j∈P �� � �������

��� �������
����

�����	 �� ��� 	�	�� ����	� j ∈ P� ��	 �
����� �� ��	 �������
���� αj �� ��	 	����	 ������

�	� Aj� ��
� αj(a) > 0 ��� ��� j ∈ P, a ∈ Aj� $� ���� ��	���� �	 ���� �	 	���
���	��

���	�	��	� �� �
��%�
����� �������
���� �����	� �� ������� ���� ���	 &	�� �����������

�� �� 	'
������
� �����	 ��
�� �� �	�� �	 �����	� ���� ������	�������

( ���
�������
�� ���� 
���������� �� � ��	���� �������
���� �����	� α∗ =

(α∗
j )j∈P� ���� ��	 ����	��� ���� � ����	� ��		�� ����	��	 ��� �	��	��	�! 
������ ��


�����	����� �������� ��� ��� �������
���� �� ��	 �����	� $� ���	� ������ 	�	��

����	��� ���	� �����	�� �� 	'
������
� �� � �	�� �	�����	 �� ��	 ���	� �����	��	� ��

��	 ���	� ����	��� "	 ���	 ���
�	� � ����	 �	� �� ������� ��� 	��� ����	�� )���

������ 
� �� 
�	 � �	�� 
�	�
� ���	������	 �������	��&����� �� � ���	�%�����	�� *���

	'
������
� α∗�

+ 



�� ���� �����	
�� �	� 
� �� ��������
�� ���������
���

� 
� ��� �����������	

��	� ���
�
��
���

Lemma 3.1.1. 
 ���	��
�	��� ������� α∗ = (α∗
j )j∈P� �� � �����������	 ���� �����

��
���� �� ��� ���� �� ��� ����� ������ Pj� ��� �	� ��	���� ���� ����	�� 	�� ����

�����	�� �	���	� ����� α∗�

�� �
 �
� ��
�
�� � ��

� 
� ��
	 ���������
���

�� ��� 
�����	��� ������ 
	

�������� �
 ����� ���� 
�  !"#$% �
� ����
�	�

3.2 Designing games with identical player strate-

gies

�� &�	� �
�	
��� ��� 	
����

� '���� ������	 ���� ��� 	��� 	�� 
� ���

�	( A = [1, n]�

�� '
�� �	� ��� 
���� 	�� P = [1, k] �
� ��� ������	�� )���
	� ���� '� ���� �� �

������ ��
'� ����*	���
�� �
	��
���

� ��
&�� α∗ = (α∗
j )j∈P� �� ��� 
�����	��� 
� ���

�
��
'
�+ +������ ���	�

�� 
	 
� �
		
��� �
 ��	
+� � 	�����+
� +��� '
�� � ������

��	� ���
�
��
�� ���� 
	 +
��� �� ��� ��
&�� α∗, -� '��� �
��
'	( '� '
�� �
�	�����

	��� � +����

.
� ��	� 
� ��	��
��

�( '� '
�� ����� �
�� ��� 
���� 	��	 P ��� A �	 ��
�+

���������� �������( ���� '
�� ������ k+ 1 ��
�+ 
���������� �	 ������ 1( '
�� ���

�

n+1 ��
�+ 
���������� �	 ���

� 1 ��� 	
 
�� �� ��	
+� 
�� +��� '
�� ��� �
��
'
�+

��
������

��� ���������	 ��
���� ���
 ��� �
�� ��
���� ��� �
�� ��� �� 
������� ��
� �
����� �� ��
� ����

�
�� ��� ���� ������ �� �������� 
�������

��



��� ������� 	�
����
 	�
 �����
 j ∈ P ����
�� �
�� �
 ��� ��
 �����
�

�
� ����� �	 ��� �
��������
� �����
 j− 1�

���� �
���
�� ������ �� �� �
���
� ��� ���� ���
� �
 ���
������� ��
���
 �	 ���

����� ��
������ 	�
� �	 �
���
�����
� ���

� �� ��� ����� � �
������� 
��
���
�����


�	 ����� ���
� ���� �����
 �� 
��
���
��� �� � 
��� �
� � ������� ���
��� �
� ���

������� �� � �����
 i �� ������� �
�� �� ��� �����
� �	 �����
 i �
� ��� 
������
� �


��� �
��
���
� �
��
����� �
��� ����� !� ��� ���� �
���
��� �
 ���� ������
 �� �

�
������� ���� ��� 	�
 � ����	��� ������ ����� �
 k 
����"�����
� 
����
�� 	
��

1 ��
���� k# 	�
 ���
� 
���"�����
 i� ���
� �� � ��
����� ���� 	
�� i �� 
���"�����


(i+ 1) ���� k+ 1 �
��
�
���� �� 1�

��� ������� 	�
����
 uj 	�
 ���� �����
 j ∈ P� ��
 �� 
��
���
��� ��
������ �� �

��� ����
���
�� ���
�� Mj ���� n 
��� �
� n �����
�� ��� �
��
�
������
 �	 ����

���
�� �� �� 	������# Mj(a, b) �� ��� ����� �	 ��� ������� 	�
����
 uj ���
 ������� ��

�
��� �	���
 ������ s �
 ����� �����
 j−1 ��
	�
�� �����
 b �
� �����
 j ��
	�
��

�����
 a� ����� �
� ���
$� �	 ��� 
��� �	 Mj �� ���
� �
����� �� ��� ��
� ��
�������

�	 �����
 j �
� ��� �����
� �	 Mj �� ���
� �
����� �� ��� ��
� ��
������� �	 �����


j− 1�

%�
 ���� �	 ����
�����
� ��� �
�
��� �
 ���
�� Mj ��
 �� �����&�� ���
 ��� ������

��� In �� ��� ���
���� ���
�� ���� n 
��� �
� �����
�� '�
����
 ��� 	������
�

((



������� Vn� �	���
�� 
��� In 	� ���
��
� ���
 ������������ ��� ���� �
 In�

Vn :=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 . . . 0 1

1 . . . 0 0

. . .

0 . . . 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

���

��� ����� ������ j ∈ P� �
 �
���������� ������ M̂j �� ���
�� �� 
�������

M̂j =

⎧⎪⎨
⎪⎩

Vn �
 j = 1

In ���������

���

���� ��� α∗ = (α∗
j )j∈P 	� ��� ������� �
� �� ����� �������� � ����	���� ������!

"��
� ��� ������� ������ Mj 
�� ������ j ∈ P �� ���
�� �� 
������! #����� ���� ���

�����
� �
 Mj ��������
� �� �����
� �
 ��� �������� ������ j − 1 �
 ��� ��������

������
� �
 P! ��� �
� ���� �
 �����
� a, b ∈ A� �� ����

Mj(a, b) = M̂j(a, b)/α
∗
j−1(b) �$�

%
 ����� ������ �� �	���
 Mj 
��� M̂j 	� ������� ���� �
��� 	� ��� ���������� �


������ (j − 1)&� �����
 ���	�	����� 
�� ���� �����
! ���� ���� ��� �������� ���

����'���
�� ��
�� �� ���� ������� ���� α∗ �� � 
���'������� ������	����
 ������

�
� �����
���� ��� ���	�	����� �
 ��� ��
���
���� �
 �$�&� �����'��
� ���� �� ������


�
'(���! )� ���� 
�� ����	���� ���� ��� ���� ���
�� �	��� ��� � ���	�
 ����

� ����	���� ����� ������ j ������� 
�����
 ��� ��������
��
� ������� ����� ��������

α∗
j !

�$



�������� 	�
 ����� �
�	
��
� α = (αj)j∈P� ��� 
�� �	��� ����� 
��� �����

�
�	
��
� ��	
�� j�� �����
�� �	
�� ��� 	� 	�
��� a �� �	���
 ����� ��	 ��� 
� ���

Uj
α(a) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

αk(a− 1)/α∗
k(a− 1) �� j = 1

αj−1(a)/α
∗
j−1(a) �
�������

� �

!����"�	��
� ��� 
�� �	�� ���� α = α∗� 
�� ����
 �	�� ���� �� ����
��	��
 �#$	� 
�

1 ��� ��� ������� �	 ��� �
� ���
��� 
�$� ��
	�������� 
�	
 ����
 ��	
�� �	� �#$	�

�	
��� ��� 	�� �
� �$�� 	�
���� $���� ���
���$
��� ���"�� α∗� %�$�� α∗ �� ������

	 ����� �
�	
��
 &	�� �#$������$� ��� 
�� �	��� '
 ���	��� 
� ���� 
�	
 
���

�#$������$� �� $��#$�� (� �
	�
 ��
� 	 $���$� ��"��
��� �����"� 
� �$� �	���

Definition )�
 α = (αj)j∈P �� 	 ����� �
�	
��
 ���"�� 
�	
 ������ ���� α∗� *��

	 ����� 	�
��� a 	�� ��	
�� j� ��
 rj(a) = αj(a)/α
∗
j (a)� (� �	
 
�	
 	�
��� a ��

α+�������� ��� ��	
�� j �� rj(a) < 1�

Lemma 3.2.1. ������� �
�� �
� ������ α = (αj)j∈P �� � ����� �������
 ���


����������� 	�� �
� ����� �
��� �
� 	�������� ������������ 
����

(A) �	 ������ a �� α �������� 	�� ���
�� k� �
�� α1(a+ 1) = r1(1) = 0�

(B) !�� 1 ≤ j < k� �	 ������ a �� α �������� 	�� ���
�� j� �
�� αj+1(a) =

rj+1(a) = 0�

"���	� )�
 α �� 	 &	�� �#$������$� ��� 
�� �	��� %� ����� 
�� "��
 ������	
���

�)���	 ,�-�.�/� 	������ 	��$�� 
�	
 
�� �
��
����� ������ 0�
� αk 	�� α∗
k �����

����	����

 ���
���$
�����
∑

b∈A αk(b) = 1 =
∑

b∈A α∗
k(b) 	�� ���� 
��� �


, 



������ �� 	
���
������ ��� r ������ �� ��

� �����

������� ���� ���
� rk(a) < 1� ���� ����� 
��� �� ������� �
���� b �= a ��� ���
�

rk(b) > 1�

��������  !" ����� ���� j = 1� �� 
��
��#� ���� ��#�� ��� 
�$�# �������� α�

������ 1 ���� ���� � ����
��� ������ ����% ��� ������� ��� ���� �������� b + 1 ��


�
����# �� ������� ��� ���� �������� a+ 1� &����'������� �
���� a+ 1 
����� ��

�� ��� ������� �� ��� �'��������
 �������� α1 ��� ������ 1� ��# ���
�� α1(a+ 1) = 0

 ���
�� �� ����� �
����� ���� r1(a+1) = 0"� �� ��
��� �#����
�� ����
��� ���(� ���

��� ��
��# ���� �� ��� ��

� �$
��� ���� �� ���  !" ��� ��� 
��� ���� 1 < j ≤ k�

������ � �� � �
��
���
 ������������ �� ����� �
����# #����#��
��� �
��� �������� r

������ ��� ��� �������� �

Theorem 3.2.2. ��� ���� ��	
���
 ����� �� � k��
����� n��	��	��� ���� 	��	

��� 	�� ������ ����
 �	��	��� ���� ����
������ ����� �� 	�� ��

 ������	 
���

	����	��� ����
� (α∗
j )j∈P�

������ )� ���� �����#� ����� ���� α∗ �� � *��� �'��������
 ��� ��� ��
�� +�

��������� ���'������� �� ���� ���� ���� ����
��� � #�%����� �'��������
 ���,���

α �= α∗� ����#� � 
�����#�
����� ������ �  ����# �� ��

� �����" �����#�� ���

��������� ��� ����� �� ����� ���� �� �� �
���� a �� α-#�,
���� ��� � ������ j ���� �� ��

�
���� a ��� ������ j + 1� �$
��� �� ��� 
��� ���� j = k ��# ���� �� �� �
���� a + 1

��



���� �� α���	
���� �
� ������ 1�

�
�� �
������� ��� α �= α∗� ���� ����� ���� �� �
�� ������ j �
� ��
� ����� ��

�� �
��
� a ���� �� α���	
����� �� ������ j �� �
��
�� 
���� ���� ������ k ����� �����

1 ≤ j < k�� ���� ����� ���� �!� ������� ���� αj+1(a) = 0� �� ��
�� �� 
�� �����

����� ���� �!� �
 
����� ���� rj(a) < 1 ������� aj+1(a) = 0 ��� ������
�� rj+1(a) =

0 < 1� !� ��� ���� ����
���" ��� �� ���������� �������" ����� ���� �!�� ��


����� ���� αi(a) = 0, ∀i ∈ {j + 2, k}� ���� �� ����
� ���� ������ k ���� ��#� ��

α���	
���� �
��
� �� α ��$��� ��
� α∗�

%���
�� �
�� 
� "���������� ��� a �� �� α���	
���� �
��
� �
� ������ k ��
� ����

�
��
� a + 1 �� ��� α���	
���� �
� ������ k� ���� ���� rk(a + 1) ≥ 1� &
�� �����

���� �'� �������� ��� �� "�� α1(a + 1) = 0� ����� �
��
� (a + 1) �� α���	
���� �
�

������ 1 ��� �� �������" ����� ���� �!� �� ��

����
� (k− 1) ������ �� 

�
����

���� αk(a+ 1) = 0 ���� (�"��� )�� ���� 

������
�� 
�� ������� �������
� ���� �
��
�

a+ 1 �� �
� α���	
���� �
� ������ k� ����� 

������ �
 ��������
�� α 
���
� ��$��

��
� α∗* ��� "��� �+������ ��� ���,�� &��� �,��������� ��
	�� α∗� �

%� �
�� ���� ���
��� ����� 
�� �� ������ ���
����-�� �
 ��� 
��� ���� �� ����#���

�
� ��� ���"�� �
��� #����
� 
� ��� ������ �

��� 

���
� ��
����� ���� ��� ��
.
$

#����� �� ��� ���"� [1, n] ��� ��� ������� ����������
� ����" ��� ���
���� ����
��

����������
� �
� ��� ��������

�/



3.3 Designing games with non-identical player strate-

gies

�� ���� �����	�
 �� �	�����
 ����� ���
� ��� �����
� �	 �	� ���� ��� ���� �����
 	�

��
������� ��������� �	 ����
 ��� �� ����� ���� �	 ������� � ��
��� ����
�����	� �
	���

���� �� � ������ ���� �������
��� ���� ���������	
� �	��	���� ����
�����	���

�� �
�� ��	� �	� ���� � ���� ��� �� �������� �� ��� �����
� ��� �� ��
����	���

���	 �
	��� ���
� ���� �
	�� �	������ �� ����� ��	 �����
� ������ ��� ���� �����


	� ����	��� �	
� ����
����
 �� ��	� ���� �� ������ �	 ���� �� ����� ��	 �����
�

���� ���� ��� �� ���� �����
 	� ����	�� ��	�� ��� �����
�! ����
 ���� �	�����	�


� ����� �
	��� �� 
����"���� �� ��� ������ ���� �������
��� 	� �� ���
	�
������

�������� �����

#
	� �	� 	�
 �� ���� ������ ���� ���� � ����� ����
�����	� �
	��� �� �	 ��


����"��
 �� ����� ��� ��� 	� ����	�� �	
 ��� �����
 �	 �� � ����� ��	�� ����	�� ����

�
� �� ��� ����	
� 	� ��� �	��	���� ���� �	

���	��� �	 ��� �����
$� ����
�����	��

% ������ �	
	���
� 	� &��	
�� '�(�( ����� �� ��� �	��	���� 
������

Theorem 3.3.1. �������� 	 ��
 �� �
	���� P 
�	
 �	� �� �	�
�
����� ��
� �����
�

P1, P2, . . . , Pm ����� |Pj| > 1 ��� 	

 1 ≤ j ≤ m� �� 
�� ��
 �� �
�	
����� ��� 	



�
	���� �� �����
 Pj �� [1, nj]� 
��� ��� 	�� ����� ��

�������
� ���
����
��� ����
�

α∗� 
���� ����
� 	 �	�� ����� ������ �	�� ����
������ �� 
�� ����
� α∗�

������ �� �	�� ���� ��� ���� ���� ��� �����
 	� �
	��� m ������ 1 �� ��� ����

������� �� &��	
�� '�(�(� �	
� ����
����
 ��� |P1| = k1 > 1� &��� �� �
���� �������

���
���� �	
 ��� �����
� �� ��� P1 ���	
���� �	 ��� k1������

 n1���
����� ���� ��

&��	
�� '�(�(� )�����
�� �� �
���� ������� ���
���� �	
 ��� �����
� �� ���� ������

'*



Pj� ���� ��� ���	��
 ��
 ��
 �	�
�
 �� Pj ������� ��	
 �� � ����	� ����
 �	�
�
 ������

��� ���� ������ Pj� ��� ���� �� ��������		
 ��
�������� ���� �������� ����� � ��� ��


���� ������ �� �	�
�
�� Pj� ��� ����	��
 �� ��� �
��� ��

��������� �� ���� ����

�� � ��� �� m �������� �
�	��� ���� �
�	� ��

��������� �� � ��� �� �	�
�
� Pj� �� ��

��
�������
��
� �� ��� ���� ��� ���� 
��
������� �
 ����� ���	��
 ���
���� 
��	����

��� ��
��� �
��	� �� ��� ������ ���� ����	��
���� �

��� ���������� �� ��� ��� � ����
�� ��� �� 
�	�!��� "� ���� ���� �� 	��� ��

���
� �
� �� 	���� ��� �	�
�
� ���� ��� #����$ �����	� �����
 �� ��
�������� �� ���

�
���� � ���� ��

��������� �� ��
 � 
����� �� ��� ��		������
� ����
������� �
��	�

α∗� %�
 ����� ���� �� �� �
���� ���	��
 ���
���� �� ���� �	�
�
 j&� ���	����� ������ ��

��� ������� ������ �
 �	�
�
 j− 1 ��� �	�
�
 k�

'������
 ��� �	�
�
� �

����� �� �������
������ �
��
 �� ��� �����
 �� �������

� ��	��	� �� ����� (�� nj �� ��� �����
 �� ������� � ��	��	� �� �	�
�
 j� ����

nk−1 = nk� ��� 	��� ��� �	�
�
� �� � ��� ���� �����
 �� �������� )�
 ��� 
��������

�	�
�
�� �� ��		 ��*� ��� ����	��
��� ���������� ���� ��
 �		 j ∈ [1, k−2]� nj < nj+1�

�� ��		 �� �� ���� �
�� ��� �����
������ ��� ���� ���������� ��� �� 
�	�!�� �� ���

���� ����	� �� �������� � �
 ��� ������ ���
���� ���� �����	�� ���	��
 ���
���� �����

��		 ����������	
 �� ���	�� ���
��
����	
 �� � ������ ������ )�
 ��� �������� ��

��		 ������ ���� n0 = 0 �������
���

�� ��� �
�� ������ �� ��		 
��
����� ��� ���	����� ��
 j �� ����	� �����	�� ���
����

���� �	�
�
 j&� ������� 
��
������� �
 ��� 
���� +���		 ���� ��
 ��
 n ≥ 1� In ��

��� �������
 ���
�! ���� n 
��� ��� n ��	����� ��� ���	��
 ���
���� �
� ����
����

����������	��
� �� �
��� ��� ��� �� ���� ���
��� �
�� 
�	� �
� ���� ������ �� ����������� �� ���

���� ���
 �
�� ��� �� ���
��� �� ��������� ����� �
����� ������

,-



������

� ���	�
 1�� 
�������� ���	 ������ �� ���	�
 k�� �������� ��� 
�����	 ���
�� �
��

������� ���

M̂1 = [Vn1
| 0]

���
� Vn1
�� ��� �������	 ���
�� ���� ��� 
��� ������� ���� ���� ���
�
��
�	��

��� 0 �
�����
�� ��

������� �� ������� n1 + 1, . . . , nk �� ���	�
 k�

� ���	�
 k�� 
�������� ���	 ������ �� ���	�
 (k− 1)�� �������� ��� 
�����	 ���
��

�
�������� ���

M̂k = Ink−1

���� ���� nk−1 = nk�

� ��
 � �
	 ����
 ���	�
 j ������! 2 ≤ j ≤ (k− 1)�! ��� 
�������� ������ ���� ��

���	�
 k �� ���� �� ��� �
� ��
� ���	�
 (j − 1)� "� 
��
����� ��� 
�������� ��

����
��� (nj×nj−1) ���
���� ��
 ���� �� ��� ������� 1, . . . , nk �� ���	�
 k� ���

���
���� �
� �� ���� ���� ��
�� #
�
��� ���� ���
�� ��� �� ����� �����	
���

���������# �� ��� $
�� nj−1 
��� ��� � 
���� �����	
��� ���������# �� ���


�������# (nj − nj−1) 
����

%&



– ��� ������ k	
 ���
�� a ∈ [1, nj−2] ∪ [nj + 1, nk]� ��� ����
� 

�

M̂a
j =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Inj−1

0 0 . . . 1

. . .

0 0 . . . 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

����� ��� 
� ��� ����� 
�������
� 

 
����
���� ��� �����
 [0, 0, . . . , 1]�

��� ��
� ��� �� ��� 
����
�� 
�������
��

– ��� ������ k	
 ���
�� a ∈ [nj−2 + 1, nj−1]� ��� ����
� 

�

M̂a
j =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Inj−1

xj xj . . . 1+ xj

. . .

xj xj . . . 1+ xj

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

����� ��� 
� ��� ����� 
�������
� 

 
����
���� ��� �����
 [xj, xj, . . . , 1+

xj] ��� � ����� xj > 0 �� �� ������
��� ������

– ��� yj > 0 �� � ����� �� �� ������
���� ��� ���
�� (nj−1 + i) �� ������ k�

�
�� i ∈ [1, nj − nj−1]� ��� �����
����
�� ����
� 

�

M̂
nj−1+i

j =

⎡
⎢⎣ Inj−1

Ci,j

⎤
⎥⎦

����� Ci,j� ��� ����� 
�������
�� ��
 �
 
�
 i�� ���� ��� ��� ������

[−(1+ yj), − (1+ yj), . . . , − (1+ yj), − yj],

 !



��� ����� 	�
������ 	��� �	� �

 ��������

� ����
 �� ��� 	�� �����	

[−yj, − yj, . . . , − yj, 1− yj]

�� ����	�� �� ������ ��� �����
 ���
��� 
��	���� �� ���
��� ��� ����� 
��	��

���	��� �� ��� 	����	���
� �� ��� α∗��	�����
����� �� ��� ������� �� ��� 	�
����� �
���	�

���� �������� ��� ����� ���	�� ����� ��	 ��������� ��� ���
�� 
��	�� Ma
j ��	 ���

�
���	 j ∈ [2, k − 1]� �� �������� �	�
 ��� ��		��������� �����
�� 
��	�� M̂a
j ��


�
���
���� ���� ���	� �� ��
�
� b ��

1

α∗
j−1(b)α

∗
k(a)

��� �� ��� ��� ���
�� ���
��� 
��	���� ����� ��	 ��
�� ��� ����
��� �� ��� �	���

��		��������� �� ���� ��
� �� � ��	����� ���
� �� k ������ ���� ���������
 �����

�	�
 ���� k �� ���	� ���� �� [2, k− 2]�

������� ���� ��� �
���	� ��� � ����	������� �	��
� α ��	 ����	 
���� ��	��������

�� ����
� 
�� rj(a) = αj(a)/α
∗
j (a) �� ��� 	���� �� ��� �����
 �	�����
��� �� ��� ����	��

��� ��	 ������ a �� �
���	 j� ��
� 
�	� �������� ��
�� �� ����� ���� ����	�����

��	���� �������� ���� �� !�� Bj = [nj−1 + 1, nj] ������ ��� j�� ����� �� �������

"	���

 ���� n0 = 0#� $�	 ��� �
���	 m ≥ j� �� 
��

Rj
m =

∑
a∈Bj

rm(a)

������ ��� ��
 �� ��� rm ��
��� ���	 ��� Bj��������� �
��� ��	 ��� �
���	 j� ��� ��


%&



�� ��� ������ ��	� ��� ��� �
����� �� ���	� 
�

Rj =
∑

a∈[1,nj]

rj(a).

�	� �� 
��
����	 ��	 	��	
�	� ������ ��� ����	� j ��	� ��	 ����	�� ��	 ���	�

�����	�� �����	 α� ��	�� ��	 ������ ��	 �� ��������

�� ��� ����	� 1� ��	 	��	
�	� ����� ��� �
���� a ∈ [1, n1] ��

U1
α(a) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

rk(a− 1) ��	� 1 < a ≤ n1

rk(n1) ��	� a = 1

� !

"� ��� ����	� k� ��	 	��	
�	� ����� ��� �
���� a ∈ [1, nk] ��

Uk
α(a) = rk−1(a) �#!

$� ��� 	�	�� ���	� ����	� j ∈ [2, k − 1]� �� ������� ���� ��	 
������
���� �
��	

���� ��� �� �
���� a ∈ [1, nj−1]� ��	 ��	����� ��
%������ ���	 ���	� ��
%������!

�	�	����	� ��	 	��	
�	� ����� ���
� �� ������

Uj
α(a) = rj−1(a)Rk �&!

���
	 ��	 ��
%������ �� �	�	��	� ��� ��� �
����� �� ����	� k� '	��� 
�����	�

��	 ����� ��� �
���� nj−1 + i �� ����	� j( ���� �
���� 
���	������ �� ��	 i��

��� �� 	�
� �� ��	 ���	� ��
%�����
	� �� ��	 ���		 ������� ��	 �	��	
���	


�����
������ ���� ��	 ���		 ������ �� �����
	� ���	�� 
	��� �� �	�����	

)$



����� �� ��� ��	
������ ��
 ��� ��	�
��� 	�����

Uj
α(nj−1 + i) = rj−1(nj−1)[Rk − Rj−1

k − Rj
k]

+ Rj−1
k [xjRj−1 + rj−1(nj−1)]

− yjRj−1R
j
k − Rj−1rk(nj−1 + i) + Rj

krj−1(nj−1)

���

�� ��� 	
�
��� �� ���� ���� ��
 �		
�	
���� ������ �� xj ��� yj �� ��� ���
�
��

������ ��� 	
���� α∗ �� ��� ������ ���� �������
��� ��
 ����  ���! ���� ���� �� ���

	����
� ��� ����� ��
��� � 	
���� α∗� ���� ���
� 
���� rj(a) ������ 1 ��� ���
��

�� 
����
�
����� ��� ��	�
��� 	����� �����
 ��
��� � α∗� ��
 	����
� 1 ��� k ����

����� 1 
� �
����� �� ��� �
���� 	�����!

"�
 	����
 j ∈ [2, k − 1]� ��� 	���� ��
 ��� �
���� �� ��� �		�
 ���#���
�
�� ��

����� �� Rk = nk �
�� $������� �%� ���
� ��� 
����� �
� 1! &���
��� $������� ����

�� 
�� ��� ���� ��� 
���
�������� �
�� ��� ��
��  
��	� �� ����
 ���#���
�
�� �
�

����	������ �� ��� �
���� nj−1+ i ���� ��� 
����� �
� ����� �� 1' ��� ��� 	����� ��

���	���
������ 
�� �� ���� �� ��

Uj
α∗(nj−1 + i) = nk + xjnj−1(nj−1 − nj−2) − yjnj−1(nj − nj−1) − nj−1

(��
�� ������� ��� 	���� ��
 ��� �		�
 ���#���
�� �
����� �� ��� 
� �� ���� ����

�� ��� ����� ��������  ���� �� ��� �������� ��
����
� ��� ��)
���� 
����������	

������� xj ��� yj ��� α∗ �� �� � ��	
 ���
�
��
�� �

xj(nj−1 − nj−2) = yj(nj − nj−1) + 1 �*+�

�� 
�� ������ 
����� xj, yj > 0 �� ����
� ���� $������� �*+� ������ ���� ����

,,



xj = 1 ��� yj = (nj−1 − nj−2 − 1)/(nj − nj−1)�

������ 	
���
�
�	� ���� α∗ �
 � ��
� 	���
������ ����
	 ��� ��� ���	 ��� ������

�����	 �����	
 �� xj ��� yj ��
�	
 �
 ����	� �	 ��� ���� ��� ���	����� �� 
������

���� ��	 	���
������ �
 �����	� �	 �������� ���
 �� � 
����� 
���
�� �� ���� �� �	��

���� ���� ���� �	 ��
� 
��� ���� �� 
� �	
 �� ���
��	� ��
���������
 ���� ��!	� ��

�������
��" ���� ��	 ���	� ��
��������� α∗ ��� 
��	 ������
 �� �
�"	� k� ��� ��	�


��� ���� ���
 ��

 
	�� �� � ��������������

#

��	 ���� ��� ���	 ��
 � ��
� 	���
������ α ���� ��!	�
 ���� α∗� $	��



���� �" �	�������� ��	 ������ a ��� ��" �
�"	� j �
 α��	���	�� �� ��� ��
" �� ��	 �����

rj(a) = αj(a)/α
∗
j (a) �
 
	

 ���� 1�

Lemma 3.3.2. ������� 	
�	 	
� ���
�� α = (αj)j∈P �� � ����� �	��	��� ���


����������� ��� 	
� ����� ��� 1 ≤ j < k� �� ��	��� a �� α���
����	 ��� ������

j� 	
�� αj+1(a) = 0�

������ %�	 ����� �
 �	�" 
���
�� �� ���� �� &	��� ����'()*� +� ������ a �
 α��	���	���

��	� ��	�	 ��
� �	 �����	� ������ b ���� �
 ��� α��	���	�� ��� �
�"	� j� �	��	� ��	

	,�	��	� ���
��" �� �
�"	� j + 1 ��� ������ b ��

 �������	 ��	 ���
��" ��� ������ a

��� -������� (.* ����	� �	��	� �� α �
 �� 	���
������ ����
	� �� ��

 �

��� /	��

�������
��" �� ������ a ��� �
�"	� j+ 1� �

���� �	�	��	� ���
�������
 �� &	��� ����� �

�� �
 �� ����
��	 ���� � �������	�

��
� 	���
������ α ���� ��!	�
 ���� α∗ ��
� ����	

 
��	 α��	���	�� ������ a ���

�
�"	� k� +� ����� ���
 ���
�	
 ���� �
�"	� k ��
 �� 
	�
� ��	 ������ b ��� �����

rk(b) > 1� &	� Ad �	 ��	 ����	� 
��
	� �� [1, nk] ���� �������
 �

 ��	 α��	���	��

������
 ��� �
�"	� k� �	 �	���	 �" 0Ad� ��	 ����
	�	�� �� Ad �� ��	 
	� [1, nk]�
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������ ���� Bj = [nj−1 + 1, nj] �	 ��� j�� 
���� �
 ������	 ����� n0 = 0 ��������� ��

���� ��� �����	��� ���� �����	����� ��	�	 �� ���	�����

�� ������ 	��� 
���� Bj �
 ������ k�	 ������	� ����� �	 �� ���	� ��� ������ 
���

���� �
 ��� 	��	 Ad ���  Ad� ������� ��		 �
 !���������� ��� a ��� a + 1 
� �

���� �
 ���	������� ������	 ����������� ������ 
���� Bj� 	��� ���� a ∈ Ad ���

a+ 1 ∈  Ad� "���

rk(a) < 1 ≤ rk(a+ 1)


� ��#������� $�� �	 ������� ��� ��%������ �� ����%	 
������ ������	 a + 1

��� a 
�� ������ j� &��� '(������ �)�� �� �
	���� 
�� ��� ������	 ������ 
����

Bj� ���� ��� ������
�����	 
��� ��� ����� !���� �
 ������� �������	 
�� ������

j ��%��� *� 
���� 
�� ���	������� ������	 ���� a ��� a + 1� �� �	 ���� ���

�������	 �����	������! �� ������	 a ��� a+ 1 
�� ������ k ���� ��%�� �� �����

������
������ +��� 	�����#������� �� 	�� ����

Uj
α(a) −Uj

α(a+ 1) = Rj−1[rk(a+ 1) − rk(a)]

> 0

	���� Rj−1 �	 ��	����� ��� rk(a + 1) > rk(a) 
� �		�������� ,��	�(�������

�
 α �	 � -�	� �(����
���� ���#�� �	 �������� �� ���� ����� αj(a + 1) = 0� .�

���������� �������! $���� /�/�0� �� �
���� ��� 
��� ���� αk(a+1) = 0 �����

����������	 ��� �		���� ���1��#������ �
 ������ a+ 1 
�� ������ k�

0� '���� 
���� �
 ������	 
�� ������ k ������ �������	 ���� ������	 
��� Ad ��

���� ������	 
���  Ad� "��� ����� ��	� 
� ���	������� 
����	 Bj−1 ��� Bj ���
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�������� ���	� �
 ��	 
������ ���� ���� 
���� Bj−1 �������� ���� Ad�������� ���


���� Bj �������� ���� �Ad�������� �� ���	��	���� ������� ���� �
 �	�	�������

������	� ��	 ���� �����
������ ��	� 
� ����������� ������ nj−1� ��	 ���� ������

�� 
���� Bj−1� �� �	���	�� ����	 ������ nj−1 + 1� ��	 ���� ������ �� 
���� Bj

�� ��� �	���	��� �	 ��� ������	 ��	 	��	��	� ���� � 
�� ����	� j 
�� ��	�	

��� �������� !
�	����� "#������ $%�� �	 �		 ���� ����	 ��	 ���� ����� �


������	� �� ��� ������
��	 �� ��� �� 	�	��	 �� ���� �� ��	 ����	� ��� ������

�� ������	 ����&	�� ������
������� '���	 
���� Bj−1 �� 	����	�� �	���	�� 
��

����	� k� �� ���� 
	 ��	 ���	 ����

Rj−1
k =

∑
b∈Bj−1

rk(b)

< | Bj−1 |

= (nj−1 − nj−2)

'��������� Rj
k ≥ (nj − nj−1) ��� rk(nj−1 + 1) ≥ 1 ����	 
���� Bj �� �����	� ��


	 ������ �����	���	���

(������ ��	�	 ��	#������	� ���	��	�� �	 ��� ������
� ��� ���� ���� 
�� ������

a = nj−1

Uj
α(a) −Uj

α(a+ 1) = Rj−1[yjR
j
k + rk(nj−1 + 1) − xjR

j−1
k ]

> Rj−1[yj(nj − nj−1) + 1− xj(nj−1 − nj−2)]

= 0

��	�	 ��	 ���� ��	� �
��	 
������ ���	���� 
��� "#������ $)*� ���� ����� 
��

+,



������ �� 	�
�����
��� ��� r ������ �� ������� ���
��

��� 
����� ������ �� xj ��� yj� ������ �� 
��
���� ���� ���� αj(a + 1) =

αj(nj−1 + 1) = 0 ��� ���
�� ���� ��
����� �

��
������ �� ����� ���� ��
�!

αk(nj−1 + 1) = 0� "��� �������� ��� �����
���� ���� �
���� nj−1 + 1 �� ���#

���
���� ��� 
��!�� k�

� ������� �������� ����� �� ���� ��� ��� �!������
 
��� ����� ����! Bj#�
����

�� ���
���� ��� ����! Bj−1 �
���� �� ���$ �� ���� ��� ��
��� ��� �������� ��

������������ �� ��

��#�%�
� �� �� α#���
���� �
���� 
������ ������� ���
���#


��� �� ����� �� ������ �$ ��� ��� 
���� �� ��� ����� ���
�
�����! ���� ���

��
�����
��� ��� ��� �
���� ���
� Bj &���� 1 ≤ j ≤ k−2' ��� �
���� ���
� Bk�

(� ���� ���� ����������� ��� ��������� �������

Theorem 3.3.3. ������� �� �	� 
���
 k �����	� ���� �����
 ���� [1, nj] ��	

���	� �����	 j ���� ���� n1 < n2 < . . . < nk−1 = nk� ���
 
���
 �
� ����

�����	� ����	������
 �	���� α∗ ��	 ���� ���������
 �� �����	� �
� �����
�� ���	�

�� � 
��� ����� �
���� ���� �������	��� �� α∗�

)� �� ���! �� ��� ���� ���� ���
�� �*�������� �� ��� 
������
���� ���
����� ��

���� ��
���� &����� ��
���+��� ���� �� ����� ���� �� ��� 
���� �� "������ ����,'


�� !���� � ���� ��� ��� 
��� ����� 
������! �����
�� 
��!��� ���� �
���� ��� [1, nj]
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Chapter 4

A Tight Characterization of

Strategic Games with a Unique

Equlibrium

�� ������	 
 �� �
���� �
 ������ � ���� ���� � ������� �	���������� ���� ��������

	���� �� ��	������	� �� �
��� ��� �
��
���� ����� ������
�� ����� � ��� 
� �����	� ���

����	 ����
� ���� �� ��
��� ��� ����� � �����	�

��
 ����	�����
� �	
��� α∗  ��!� 
��

���� ���
������ � �
������ �	
�������� ���� ���	� ����
� 
� ���	� �����	"� ����	 ����

�
�����
�� �� �� �
������ �
 ������ � ��	������ ���� ��
�� 
��� ���� �������	��� ��

α∗#

�� ������	 
 �� ��	� ���� �
 �����	 ���� ������
� ��	������� $� ��
��� ����

���� ���	� �	� �� ����� % �����	� ���� ���� ��� ��&���� �����	 
� ����
�� ��
��

��� ��� �����	�� ���� ���� k� ��� �����	 
� �����	�� �� �� ����� % ��� nk−1 = nk� ����

'(



�� ��� �����	
�� � ���� �
�� ��� ���
	�� 
�
�
� ���� ��

�
�	

�� ��� �����

����	��
� �	�����	� ��	 ��� ��� ���

� ������ �������
�� 	����
�
�� ������ 	���

	������ �� ����	������ �������� ��	�
�� �� ��� ������ �	����
	�� �� ���� � !�""�

���� ����� 
�
�
��� ��� ������ �	����
	�� ���# ��� ���� ��� ���� �
���	 �� ��	����

�
�� � ��� �
$� �� ��� �
�
�
� �������
�� �
������ %�����	� ��� ����
��� ��
���

���
	 �������
�� �
����� ���� ���# ����
��� �� �����
���# ���	� �
�� �� � �
�
��
��

���	� ��� nk−1 = nk ����
�
�� �
�� ��� �� ���
�&��� '�	 �(������ nk−1 < nk ����

���	� 
� ���# ��� ���� ���� ��� �� ������ 
�� ������ ���
�� �	�� ��� ��(
�
�

�������
�� �
�����

�� ��
� ������	� �� �����	 ��� �
���
�� ������	 
� 
� ����#� ����
��� �� ���
��

�
�� ������ )� �

�� �� ��� 	��
��� 
� *�����	 + �� 
����
�# ��� �	�
� ����
�
��

����� �� ��� 	����
����
� ������� ��� ��	�
���
�
�� �� ��� ���#�	�, ���
�� ���� ����

��
�� ���� 
� ����
��� �� ���
�� � ����
� ���� ��
�� �(�
�
�� � ���
�� ���� ��

�

�
�	

� ��		������
�� �� � �	������
&�� �
����
���	� �
��	
�
�
�� �	�&��� -�	����	�

���� �
�� � ��	����
� ���� 
� ����
���� �� 
��
��	��� ��� �� �(��
�
��# �����	
�� ���


�
�
�# �
���
��� ��	 ��� ��� ���#�	� �� ���
��� 
�
�
������
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�� ����	��/

Theorem 4.0.4. ��� ��� ����� ������������ ������������ α∗ �� ��� �
���� �����

����� �	���� � ���� ��
� ���� α∗ �� ��� ���
�� ���� �
��������� ��� ��� ����

�� ��� ���� �� ��� 
������������ �� ��� �
���� ���� �������

k−1∑
i=1

ni ≥ nk + (k− 2). 0""1

)� �	��� ��� �������	# ��� �
2�
��� ����
�
�� 
� ��� ����	�� 
� 3���
��� 4�"
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��� ��� ��	
���
����� ��� 
�	������ ��� ������� �		���	 ���� 
� ����� 
�����	 P1�

P2 ��� P3 ����� ��	
���
����� 2� 3 ��� 5 ���
��	 
� ���
� ���
�� 	��	� ���� �� �
����

�����	�

��� �
	��
���
�� 
����� ���� ���	� ���
�� 	��	 ��� �� � ��
��� �����	�

���

���
�
��
�� ��� ��� ����� �� ��� ����� ����� 
� P3 ��	 ���� 4 ���
��	� ���� 	���

� ���� 
	 
����� 
�		
���� ���� ���� ��� �		��
�
�� �� �����	�

��� 
� ��� ��	���	


	 ��
�
��� �����	� ������
	�� ��� ���
��	 ���� ����  ��� 
�����
�
�� 
� � ��	
���

���
�
��
�� 
����� ����� �	 ���� ���� �� ��
���� ���� ���	
�����
�� ���� ��� ����

���	���

4.1 Games without a unique equilibrium

Theorem 4.1.1. �������� 	 
	�� ��	��
��� �
��� k ��	���� ���� 	� ������

�	������ �� 
���� ��� 	����� ���� �	�����

k−1∑
i=1

ni < nk + (k− 2) !"�#

������� ��	� α∗ = (α∗
i )i∈P �� 	 ������������ �	�� ����������� ������ ��� 	 
	��

G �� ���� ��	��
���� ���� G �	� ����� ������������ ���������	 ��	� 	�� ��������

���� α∗�

 ����� $� �

�� %���� &�"�" �� 
����� Pk� ��� 
����� �
�� ��� �����	� ������ ��

���
��	� nk� 
� 
�	 ���
�� 	��� '	 
�� ��� ������ ����� ���
�� ��� 
����� Pk ��	 ���

	��� �(
����� ��
�
�� ����� ��� )�
�� �
	��
���
�� �
��� �� ��� 
���
�� �
	��
���
��


����� α∗
−k� *��
��������� �� ��� ��
�+ �� ��� 
�����
�
�
�	 
� ��� 
���
�� 
�����

�	 ��
�� �!�� �����	��� ��� ��� ���
�
��
�� �
	��
���
�� α∗
k �	 ��
�� 	 ��������

�� � 	�	��� �� �
���� �����
��	 �
�� nk ���
����	� {pl : 1 ≤ l ≤ nk}� ���� ������

,�



Pk�� �������	�
��� ��� �
� �����

��� �

����� ��� ���
�� 
�����
� �� 
�� ��		�����

����
�����

�� ��� ��
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���� ��		 �� ���

	� (ni−1) ����
���� 
��
 �����
 
�� ����	�
�

�� 
�� ����

�� �
�	�
� �� �		 �� �	���� Pi�� �

�����

��  � ����
����	 ����
���

∑
1≤l≤nk

pl = 1
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�� ������	�� ���� � �������	�
� ���
����
����

!� �		� 
�� ���
�� ��� nk ������	�� ���

m = (

k−1∑
i=1

ni) − (k− 1) + 1

= (

k−1∑
1=1

ni) − (k− 2)

����
����� "� ����
������ nk > m ��� ���
�� 
�� ���
�� �� �����#���
�$�� ���

���
 ���� �� ��$��
� ������ �� ��	�
����� ��
�� �		� α∗
k �� � %���� ��	�
����

&�
 β = (βl)l∈Ak
�� ��� ��
� ��	�
��� ���
��

 ���� α∗

k� "� 
������
�� �
 ��		���
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���� ���
 ����
 � �����������	 ��	�
��� γ = (γl)l∈Ak
�= α∗
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��
 �� � 
�����


������
��� �� 
�� ��	�
���� α∗
k ��� β� !
 ��� ��		��� 
��
 γ� 
���
��� ��
� 
��

���
��	 ���
����
��� ���$	� α∗
−k� �� � ��		#������
 '��� ����	������ ��� 
�� �����

���� 
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����
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�� �������� ���������� �� α∗�

�
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4.2 Constructing games with a unique equilibrium

�� ���� �����	�
 �� ����
���� ��� 	���� ���� 	� ��� ��������������	�� ����	�� �	���

���	 �������
 	�� ����	��� �	 ��	���� ���� ������ ��� 
� ���������� �� �	��	��� ��

���� ���� ������ � ���� �� ����� ��� �������� ��������� ��� �������
�� 	��� 
����

	� ��� ����	� ��� �������������
 {ni : i ∈ P}� ����
 ��� ��������� ��� ����� ��������


� ������� ���� ����	�������� ����� ��� ������
���	� α∗� ��� ��������� ���� ����

���� ���� α∗ �� � ���� ����	�� ���� � ����
����� �� ���� ����
���� ��� ������ 
�

�� �������� �������� �� �	��	��� !���	�� ���� ��� ���� ��� ��	���� ����"����	��

� ����
���� �������� ��	� α∗ ��� �����
 ����� �� �	�� ������ ���� 	
����� ��#�����

��������� �	� ��� ���� ����	� ����� ��� ��	 ������
���	��� �� ���� ��	� ���� ����

����� �	 � �	���������	� ������ �� ��� ��������	� 	� ����"����	�� 	� �� ��� ��������

	� $���� %�&�&�
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���� 	�� �	��������	� 
� 	
������� ���� ����� ��� ����	� ��� ������������� ���

	������ �� �	�"���������� 	����
 ��� ������ '&() ������� ���� ����� �� � ����"������

����	�
 ���	� L ����� 1 ≤ L ≤ k− 1 �������� ��� ��� ������*

k−1∑
i=L

ni ≥ nk + (k− 1) − L, '&%)

+������
 ���� ����� L ��� 
� ���� �	 �	������� � ��
�� 	� 
�	�����	� ����	�� �	� ���

�������� ,��� �������� ����	� ��� �	�����	��� �	 � �
�
���
�� ��
	���� 
� �
�� ��

��� ����������� ��	�� �� +����� -� .���	�� �	� ��#����� ������� ���� ��� �� ���

���� �	� �	��� ���	�� ��� ��
��
 ��� ���� �	 
� �����	�� �� ����������*

� ��� ����������� ��	�� ��� nk �	�� �	�����	����� �	 ������ Pk�� ����	���
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� ������ i ���� 1 ≤ i ≤ L� ����	
�� 	��
��� ��� �
	��� Pi 
� ���� 1 ������� ni


� ��	� ��
����

� ��
��� (k − 1) ����	
�� 	��
��� ��� �
	��� Pk−1 
� 	� 
�����	
 �� ���� ��	�

���� 
� ��� nk �� ��� �	�
�� �� ����� ������ ��� ith 	��
�� ���� ��� ��� ���

Pk−1 
� 	

���� �
�� ��� ith 	��
�� ���� ��� ��� ��� Pk ��� 	

 1 ≤ i ≤ nk−1�

� ��� ����� ���	
�
�� �
	��� Pj ��
�� j ∈ [L + 1, k − 2]�� ��� 	��
��� �� Pj ����

	� 
�����	
 �� ���� �� ��	� ��� ���� ����
	� �� 	��
��� ������� Pj 	�� Pj+1 
�

������� ��� ���� ���	�� nj �� Pj 	�� ��� 
��� ���	�� �� Pj+1�

� ��� 1 ≤ j ≤ k− 1� 
�� mj ������ ��� 
���� �� �
	��� Pk�� 	��
�� ��	� 
� 	

����

�
�� ��� 
	�� 	��
��� nj� �� Pj� �� 
� �	�� �� ���
�� ���� ��� �	�
� ��	�

mj =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

nj ��� 1 ≤ j ≤ L

nk ��� j = k− 1

mj+1 − nj + 1 ��� L+ 1 ≤ j ≤ k− 2

�� �

��� ������
����� �� �


 
�� m0 = 0� !� �
���� " ��������� ��� 
��
��� mj ���

1 ≤ j ≤ k − 1 �	��
�
�� Pk�� 	��
��� 
��� ����
����� 
�����	
�� #�� 
�����	


[1+mj−1,mj] 
� ��$��� �� �� ��� block Bj �� Pk�� 	��
����

4.2.1 Utilities
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�
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�

�
���� " �
	� 	 �����	
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� ��
� ����������)

� P1�� ��


�
�� ��
� ������ �� �
��( B1 	��
��� �� Pk�

*+



� Pk�� ��������� ��	�
� �
 �	���
� �����
� �� ��� 	������ PL ������� Pk−1�

� ��� ����� �����
�
� 	����� Pj� 2 ≤ j ≤ k− 1� ��� ��������� ��� Pj �
�� ��	�
�

�
 �����
� �� ��� 	���������� 	������ Pj−1� �
� �����
� �� Pk�

�� ���� �	����� ����� ��������� �
 ����������� ����� ��� �
���
��� ��
����� P1�� �������

��������� ������ �	���
������ P1�� ������� ��� �
� �����
 a ∈ [1, n1] �� 
�
����� �
�� ��

Pk �������
������ ���� ������� � �
���� �����
 f(a) ∈ B1 �
 ��� ������� ��� �����
�

�� ��� �����
�
� 	������ �� 
�� ������ �� P1� ! ���	��� ��	����
�����
 �� P1��

���������� �
 ���� �
���
��� �� � ��������
���
�� �����" ���� n1 ���� #������	�
��
�

�� P1�� �����
�$ �
� n1 �����
� #������	�
��
� �� ����% B1 �����
� ��� 	����� Pk$

���� 
�
����� ������ ��� �
����� �
��"�� �� (a, f(a)) ��� ��� a ∈ [1, n1]� &��� ����

��� ����� ������� �����
����
� ���� ���� ������� ��� P1� ���� �������� �
 ����� Pk

������� �����
� ���� ��� 
�� �
 ����% B1�

��� ���� 	������ �� ���� 
��� �	����� � �
 ����������� ���� � �������� ���������

���� �
�� ��	�
� �
 ��� �����
 ��� �����
�������� {ni : i ∈ P}� �
� ���� �	���
������

�
 ��� ����� ����
 �
 ������ '� (���� ��������� ��
 ���
 �� ������ ������ �������
�

�� ��� ����
 �����������
 α∗ �� ���	���� ��� ��
��������
�

���� �	���
� %�
�� �� �������� ����� �
 ��� ��
��������
 �� �� �� ���������� ��


" ���� 
������
 ��� ����� )�� n �� � 	������� �
������ (��
� In ��
���� ���

n�����
���
�� ���
���� �����" Vn �� ��� #������$ 	���������
 �����" �����
�� ��

������
� ���
 #����������$ ��� ���� �� ��� ���
���� �����" �
� Tn �
� En ����

���	��������� ��� ��� ������� [1, 1, . . . , 1] #��� �
��$ �
� [0, 0, . . . , 0, 1] #������ ���� �

��
��� ������
� �
� �
���$�
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Utilities for P1

���� ������ Pk	
 ���
��
 
� ����� B1 = [1, n1] 
������� P1	
 ��
�
��� ����
������� ���

��
�
�� 
�������
� ��� P1 

 �
��� �� Vn1
�
�� ��� �����
�� ������  ���� ��� ������


�����
���! �� ���
��
 
� ����� B1 �� ������ Pk� "���
�
����� P1 !����!
 ����
�����

�� Pk	
 ���
��
 
� ����� B1� �
#� ���
�� a ��
 ����#��� ��
�
�� ��� P1 
� ��! ���� 
�

Pk ����
�
 ���
�� (a − 1) 
� ��� ������� � 
�� n1 + 1 
���������! ����
����� �
 1��

$�� ����� 
����! ��
�
�� 
� ��� ������� 

 ����
��! �� !
�
!
�� 
�
 ����� �� ��� α∗

������
�
�� �� Pk	
 ���
�� 
� ��� ��������

Utilities for Pj, j ∈ [2, k− 1]

Pj	
 ��
�
�� !����!
 ���� �� 
��� ���
��
 �� 
�
 ��������� �����	�

��� Pj−1� ��!


��� ���
��
 �� ������ Pk� $���� ��� � � !
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�������
 �� Pj	
 ���
��
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�� ��

 ������
&

'� (��
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�
�
�� ����� �� Pj	
 ���
��
 ���� �������
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�
�� 
�������
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 ��� 
!���

�
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� I  
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�
 �� 
 ��! ������
 �����
���!
��� ��
����
����� �� ���

��������
�� ���
�� 
�������
 �� Pj−1 ��! Pj� *��� ���� ��� !
���

��
 �� ��
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� !����! �� j �
 ��� �� 
��� ���� )
���� +&

� ��� 2 ≤ j ≤ L� ��� ������ �� �� 
 

 nj−1�

� ��� j = L+ 1� ��� ������ �� �� 
 



nL+1 + nL −mL+1,

� ��� L + 2 ≤ j ≤ k − 1� 

��� Pj ��! Pj−1 ������� 
� %�
� ��� ���
���
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���
�� �� 	 ������ � ���
� ���
 ��	� 
�����	���� ��

	������ 	
�������

�� 	�� ��
� ���
��� ���
� Pj�� 	
���� �� 	������ ���� Pj−1�� 	
����� ��� �
	���

������� �� ���	���� �� �������� ��� ���
	��� ������� �� ��� α∗ �
��	������ ��

��� �	���
 	
�����

�� ��� 
��	����� �� � �� Pj�� 	
����� ���
�	�� ���� ���
! Bj �� Pk�� 	
������

"������
 	�� 	
���� q �� Pj �
�� ���� �� �� ����� ��� ������� ��
 Pj ��



������� 	
���� q ������� �� ��� 	
����� �� Pj−1 	�� Pk �� ��� ���
���� ��

	��
���	��� ��
�� �� 
	� ���

��� ���� 	� 	 ����������� �� ��� ��������� 
��

��
��
� �� ��������� nj−1� #��� ��	� ��� 
������ �� ��� ��
��
� 
��
����� ���

	
����� �� Pj−1� ��� �
���
����
 ��	��
�

�	� ��� ��
��
 En ��
 	��
 ��	 �� Pk�� 	
������ ��� �
	��� ��
� �� ���	���� ��

�������� ���
��� �� ��� ��
��
 �� ��� α∗ �
��	�������� �� ��� 
�

���������


����� 	
����� �� Pj−1�

��� ��� ��
��
 −Tn ��
 ��� 	
���� �� Pk ��	� �� 	������ ���� 	
���� q �� Pj�

$������� ���� 	
���� �� Pk �� q̂� �� ���	�� ��� �
	��� ��
� �� ��� �������

�� �������� �	
� ���
� �� ��� ��
��
 �� α∗
k(q̂)�

�
� %�
 ���� &��� 
����� 
����	�� xj > 0� ��� ��
��
 xjTn ��
 	��
 ��	 ��

Pk�� 	
����� �� ���
! Bj−1� ��� �
	��� ��
� �� ��� ������� �� ���	���� ��

�������� ���
��� �� ��� ��
��
 �� ��� α∗ �
��	������ �� ��� 
�

���������

	
���� �� Pk �� ���
! Bj−1�
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��� ��� ��	 
����
�� yj �
�������� ��	 	��
����

xj(mj−1 −mj−2) = 1+ yj(mj −mj−1), ����

��	 �	
��� −yjTn ��� ���� ��� �� Pk�� 

����� �� ���
� Bj�

��	 �

�	� ���� �� ��	 ������� �� ���
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��	 α∗ ����
������ �� ��	 
���	�������� 

���� �� Pk �� ���
� Bj�
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PL ������� Pk−1� ��	 ��	��
�� ��� � �� !����	 " �	#�	 ���� �	�	��	�
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��	��$ 
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���� �� Pk ������	 ��
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���	�������� 
����	� 
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	� ��� ��
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� �	��	�	��
����$ ��	
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�	��� '	�	����� �� !����	 "� ��	 
������ �� ��	 ���	������ �������

�
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� �	 ��	���#	�  ��� ��
�	�� PL ������� Pk−1 
� ����� �$

�� (	� d = mL+1 − nL+1� ��	�� 
������ 1 ������� d 
���	����� �� ��	 

����

���	��
� [1, d] �� ��
�	� PL ���
	 

����� 1 ������� d ��� ��
�	� Pk 
�	 
����	�

 ��� ����	 �� PL ��� ���  ��� ��	 

����� �� ��
�	�� PL+1 ������� Pk−1�

)� *����
���� 
������ d+1 �������mL+1−1 �� ��	 ��	����� ���%�
���& 
���	�����

�� ��	 

���� ���	��
� [1, nL+1 − 1] �� ��
�	� PL+1�

+� !�� 
�� j ��
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� L + 1 ≤ j < k − 2� ��	 
������ mj ������� mj+1 − 1
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���������� �� �	� 
����� �����

� [1, nj+1 − 1] �� ��
��� Pj+1�

�� �	� �
�� nk−1 ������� ���������� �� �	� 
������ �� Pk−1�

�� �	� ��
��� ����� �	� ������� �� ���
���� �� ��
����� �
�	 ��
���
� ����� �� �	�

�������� �
���� ���	 �	� α∗ ����
������ �� �	� ������������� ������ 
������

4.2.2 A complete example
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����� �������	� �	������ ��	� ���������� �� ��� ����� 	������ �
 ��	��� P2� ��� ���

��	��� �� P1 ����� ��� ������ ��	��� �� P3 ���� ��� ���������� �	���� ����
 �����

���������� 	������� ���� ��	� P1�� ��������� 	�� ���� �	���� 
�� 	����� ����! B2 �


��	��� P3" 	�� ��� ��� ���� ������� 	�� ��	��� �� 	 
	���� �
 # ����� ���� ������ ��

	������ �
 P3" �	�� �
 ����� �� �� �� ������ ���� ���	� ����	������ 1/4�
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�� ���������	���� �
 ��	��� P2�� ���������" �� ������ ��� �����	��

x2 = 1 	�� ���������� �� �� $��	���� %�&' �� ���	�� y2 = 0.5 %����� m0" m1 	��

m2 	�� ������������ �" ( 	�� #'� )���
 ����� �����	���" ��� ���������	���� �� �����

�� ��� 
��� �	������ �� ��
��� �� ��	� ���������� �� ��� 	������ �
 ��	��� P3" ����

P2 	�� P1 ����
 ��� ��� 	�� ������ ��	���� ������������� *�� +��� ��� �	������

���������� �� 	������ �� ����! B1 ����� ��� ��,� ��� �	������ ���������� �� 	������

�� ����! B2� -� ���� �������� ��� �
 ��� ���� �� ��� �	������ �� �������	�� ���
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.�������" 
�� ����	���" ��� ������ ���� �� ��� ����� 	�� 
����� �	������ �� ��
���

��" ���� ��� ������� ������� ���� P3 �������
 	������ / 	�� # ������������" P2 �������

	����� (" 	�� ����� P1�� 	������ 	�� ��� �������� 0��� ��� �	������ ���������� ��

����! B2� *�� ������ ��� �
 ��� ����� �	���, �� ��� ���
���� ��� �
 ��� ���������

������� E2 = [0, 1] %
��� �	�� %	' �
 ��� ������������'" −T2 = [−1,−1] %
��� �	�� %�''
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��� −y2T2 = [−0.5,−0.5] ���� ���	 
�� �� 	�
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 ����	� ��	��! ��� �
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� �� � ���	�� �� �� ���
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� �� � ���	�� �� �� 	�
 �
���	 �� 	�
 �
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4.2.3 Analysis of the game
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Lemma 4.2.1. ��� ������	
���� α∗ �� 
 �
�� ��
���	��
� ��� ��� �������� �
���

������ %� ���$ ���� ����� α∗& ���� �
�'�� ���� ��� ���� ���
��' ���� �

 ��� ����

������� (���

 ���� ��� ���
��' �� ��' ������ a ��� �
�'�� Pj �� ��� �)������ *�
��

������ ��� +���� ������� ������������ ��� ��� �
�'���# �� ��� ��� �� ��� ���
����� ���

����� ���� �

 �������� ����,��� ���
��' ����#�����) ������� ������������� �� ������

����
�� �� $���� Pj ������� ������ a 

-���� ��� ���������
� �� ��� α∗ �������
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� ��� ������� �� ���
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� ��.��� �)����������& ����� �������
����� ���

��������� �������# �����
 ��� ��� �����& ��� ���
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�� ������	
 ��
�	
 Pj ��	
	 2 ≤ j ≤ k−1� �
�� ��	 �����
������ �� ��	 �
	�����

�	������ 
�� 
����� �� Pj ��
� �� 
����	� ���� 
� 
����� �� ��� �
	�	�	���
 Pj−1

�	�� 	��	��	� ������� 1 ��
 �������� ���� 
������ ����� ��

	������ �� ��	 �
��


�� �� ���
 �
�
��	� �� ����
	 �� �� ��
���	 �� ���	
���	� ��	 
����� �
�

	��	��	� ������� ���	� �� ��	 ����
���� �� ���
 �	
��  ���
��	� �
�� ��	 ���


����
������� �

�� �� ��	 �����
������ �� ����	����� !����"�

������	
 
����� q �� ��
�	
 Pj 
�� �	� q̂ �	 ��	 
����� �� Pk ��
� �� 
����	�

���� q� #�	�� �

�  
" �� ��	 �����
������ �
� 	��	��	� �������

∑
b∈[1,nk]

α∗
k(b)α

∗
j−1(nj−1) · 1

α∗
j−1(nj−1)

=
∑

b∈[1,nk]

α∗
k(b)

= 1

����	 �

�  �" ����
����	� 	��	��	� �������

α∗
k(q̂)

∑
b∈[1,nj−1]

α∗
j−1(b) ·

−1

α∗
k(q̂)

= −
∑

b∈[1,nj−1]

α∗
j−1(b)

= −1.

#���� ��	 �
�� ��� �

�� �
��	� ��� �� 	��	��
����� $	
�����	� ��	 �����	 ��

�����
��� xj 
�� yj �� �

��  �" 
��  �" �� ��	 �����
������ �����	� ��
� ��	

	��	��	� ������� �
�� �

�  �" ��

∑
b∈Bj−1

∑
c∈[1,nj−1]

α∗
k(b)α

∗
j−1(c) ·

xj

α∗
k(b)

=
∑

b∈Bj−1

xj

= xj(mj −mj−1)
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�����
 ���� ���� ��� ��

∑
b∈Bj

∑
c∈[1,nj−1]

α∗
k(b)α

∗
j−1(c) ·

−yj

α∗
k(b)

=
∑
b∈Bj

−yj

= −yj(mj+1 −mj).
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�����
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� �� ���
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 	�������	���� ���� α∗ �� ��� ���
 ��
������
� ��� ��� �����

%������� ��
 &��� �������
���� ���&�� α �'�� ��� ��'�� ������ �� �	���� ����� ���

������ ���� α �= α∗ �� �	�
 � ���� ����	�
���� �
� ��� �����  �� ��
 ���
�� Pj

��� ��
 �	���� a ∈ [1, nj]� �� ��&�� ��� ����� rj(a) = αj(a)/α
∗
j (a) ���� �
����&��

��� ������'� ��(����	� ������� ��� ������������� �������� �� �	���� a �
 ��� ������)

�
������ $� ��
 ���� �	���� a �� �������� ��� Pj �� rj(a) < 1 ��� ������
���� ���

Pj �� αj(a) = rj(a) = 0� #��� ���� ��� ��&������ �� ��&	���	
 �� ��� �
����
���

���
���� 
��� ��� ���
��� �������
���� α �����	���
�

*
� ���
���� ���	���� �� ����������
 ����� ������ $� &��� ���� ���� �� ��
 ���
��

��� � ��&	���� �	����� ���� ��� ��&	���	
 ��
������� �
����� �� Pk� '�+� ���� Pk

�
�� ���� ��'� � ��&	���� �	����� #���� �� ���'� ���� ��
 ��&	����� ���	, Bj �	����

��� ���
�� Pk ������� ���� ��� ������ ���	, �� Bj �	����� 	����� �� �� ��� �
�����

�� αk� ��� �������
���� ��� Pk-� �	������ �� ����� ������ ��	� ���	, 	������� ������

�������
 �� 
��
������� �	������ �� �������
 �� ���)��&	���� �	����� ��� ���
�� Pk�
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� ���	�� 
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� �� ���
���� ���� �
� ������ ����

Lemma 4.2.2. ��� ��� ����	� Pj
 ��	�	 
� �� ���
�� a ���� ���� rj(a) < 1 
�

��� ���� 
� ��� ���	 ���	� ���
�� b �= a
 
� ����� ���� rj(b) > 1�

������ ���� �
��
�� ������ ��
� ��� ���� ���� αj ��� α∗
j ��� �
�� 	�
�������� �������

����
�� ������� �
 1� �

Forward Propagation

Lemma 4.2.3. ��� ��� j : 1 ≤ j ≤ L− 1
 
� �� ���
�� a 
� �	��
	�� ��� Pj ��	�

αL(a) = 0�

������ � ������� ������ ��� 	�
��� ��  ��	��� !
 ��� �� ���� ��	���� �� ���� �
�

�
�	��������� "
�� ���� ��� ����
�� 
� Pj �
�� �� ������� 	���# 
� ��� ����
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�

Pj+1 �� ��� ����� ����� �
� j� $����
 �
� ��� ����� ����
� a
 	����� Pj+1%� �#	�����

������� �
� ����
� a �� ����� �
 rj(a) < 1 &����� a �� �������� �
� Pj �� �����	��
�'�

����
 �� (���� )�*�*
 ����� ���� �� �� ����
� b �= a �
� Pj ���� ���� rj(b) > 1�

+���� ��� �#	����� ������� 
� Pj+1 �
� ����
� b ������ rj(b)
 �� ��	���� ���� ����
�

a �
� Pj+1 ��� �������� ������� �#	����� ������� ���� ����
� b �
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 ����
� a ���� ������
�� �� ����		
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� Pj+1� �
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� 
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 ��� �
������
�

���� αL(a) = 0� �
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Lemma 4.2.4. �������� 	
���� Pk
� ���
��� ��� ���� ������ c ��� ��		��� ����

�� ��	���� ��
� �� ��� ������	������ �
����� ������ ckj ��� ��� ������� 	��������

	
���� Pj ���� L ≤ j < k� �� ckj �� �������� ��� Pj� ���� αk(c) = 0�

������ ��� ��� ��	�
 �����

 c ��� Pk� �
� ckj ��� Pj�� �� ������
 ���� Pk�
 ��������

������� ��� c �
 ��	�
 �� rj(c
k
j )� ���
 ������ ���
���� �
 ��

 ���
 �
� �� �

������


���� ckj �
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����� �����
 b �� Pk


��� ���� Pk�
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 �
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����������� �������� �� ��
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 α� �� ��
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����� ���� αk(c) = 0�

"
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k
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Chapter 5

Selfishness Detection for Backoff

Algorithms in Wireless Networks
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5.2 Sample validation for XVBEB
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5.2.2 Application to XVBEB
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Chapter 6

Performance Evaluation of Backoff

Algorithms for Medium Access in

Wireless Networks

�� ������	 
� �� 
����
 �� ����	������ ������ �	���
�	� ��	 ���� ������ ��������

��  ��� �������� ��� 
�������� �� ������ ��
��� !��� ��� "��� �� 	���������# ����
 ��

��"���
 �� ��� �	���
�	� 	������
 �� ���	�	 ��� �� ��� �����	� 	����	���� $��	���	��

�� ���
# ��� ��	��	 ���� �� ��� ������ %&� �	������ ����" '()�) �� ��� ������

���� � ��
 �� ��	� �� �"����� ��� ������� ���� ������ �	������� ����� ���� *()�)

�� � ������ ���� �� +�	 ������������ �� ���� ���  �
���
 �	������ ��� '()�)

�	������� 	����	����" ���� ��� ���# 
���	���� ������� ��� '()�) �	������ ��


��� ������ �	������ �� �� ��� ������ ���� �� ,� �	���
� � ����	������ ����#��� ��

��� ��	��"���� �� ��� '()�) �	������ �� ����	����� ���
������ ��
 �	��� ����

��� ��	��"���� �� ��	 �	������ ���� q = 1/2 �-����#  ������ ��� ��	��"���� ��

��� ������ �	������� ,� ���� ���� ��� ����� �� q ����  �-� �.�� ��� ����	�����

��




���������� �	 
 ���
���� �� ��� ������ �� ��� ����	 �� ��� �������� �� ��� 
�	��
�

�� ��������� �� ������ �� ����	� ����� �	 �� 	����� �
��� �� q ��
� �
������	 ���

���������� ��� 
�� ������� 	���	� �� ��� ����	 �
�� 


�		 �� ��� ������ �� ����	

�� ��� �������� ���� �� ����� ��
� �� �	 ��		���� �� ���
�� 
� ����������� ����

��� �����
� ���	��� �� ������ �� ���
� 
��������� ������ 	���	 

� �� 
�
���� 
	


 ���
���� �� ��� ������ �� ����	 �� ��� ��������

�� �
���
�� ��� ����� ���� �����	��� 	����
����	 �	��� �	 �� �� �

�� ��� ��� 

��
�� ��!�"	 
 ������ ���������� �� 	����
����	 ��
� ��� ����� �����
�	� ���� ��

��� 

	� ���� ����� �	 �� ��������� �� ��� ������ �� ����	 
�� ��� 

	� ����

��� ������ �� ����	 �	 ������ ��� 	
���
��� #$% ��
&
� '�� �
����� �� 


�		


���
�	 ��(����� ��� ��� ��� �����
��	) �� ��� �����
��� ����	 ��	��
" 
 �������


����� �� ������� ����	
� 
���
��� �� ������) �������� 	����
���� ��	���	 	���

��
� ��� �����
�� ��!�"	 
 ���� �
����		 ������ �� 	����
��� ���� 
��������	 ���

*$% +�����, ��
&
 
	 ���� 
	 *��- ��
&
� �� ���� 

	�	� ��� .*$/$ �����
�� +�� 

������� 
�� ��� ��������� ���	���	, �����	��
��	 
 ����� �

��� ��		 �
��� �

���

���
"� 
�� �

��� ���
" �
��
���� ��
� ��� ������ �����
�� ��� 
 �
����" �� ��
�


��������	 ��� ��(����� ������	 �� ����	�

6.1 Analytical modeling
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������������ 	�� 
� ��
����� �� ��
����� 
�	��
 ������� �� �
���� ��� ������������

���
�
����� τ �� � ���� �� � ���� ����� ������������� �� ������� �� ��� �����	�� ��	�

�� ���� ��	������ �� ����� ��� 	������� ��� �		��� ��	������ ��	� �� ���	��� ��

������� ��� ���������� �� � ���	���� �� ��� 	������� ����� τ� �� ������ ���� �����

��� n �������� �� ���������� 	��
������� ���� ��� ��	� ������� ������ ��� � ��	��� ���

������������ ����������� ����� �� ��		�������� ���������� ��� p 
� ��� 	����������

	�������� ���
�
������ ������� �� 
� 	������� ��� ����������� ��� ��� ������ ���

��� m 
� ��� ������� ���
�� �� 
�	��
 ������� ���� ��� CWmax = 2mCWmin�

�� ������ ��� 
�	��
 ����� �� ����� i 
� Wi� �� ������� ���� W0 = CWmin ���

Wi = 2iW0 ��� 0 ≤ i ≤ m� �������� �� ������ ��� ���
�
����� �� 	������� ���


�	��
 ����� Wi �� ����� i �� 
� qi� ������� ��� ���
�
����� �� 	������� ��� 
�	��


����� 0 �� ����� i �� ���� 1−qi�  �� !����� 	���� 	������������ �� ��	� 
�������

�� ��������� 	��������� �� ����� �� ������ "#�

��� bi,k 
� ��� ���������� ������
����� �� ��� 	����� ���� 1 ≤ i ≤ m − 1 ��

����$

bi,Wi−1 = qi p bi−1,0

bi,Wi−2 = qi p bi−1,0

���

bi,1 = qi p bi−1,0

bi,0 = (1− qi + qi) p bi−1,0

%��	�� ��� 1 ≤ i ≤ m− 1� ���	� bi,0 = p bi−1,0�

Wi−1∑
k=0

bi,k = bi,0(1− qi +Wi qi) &"'(

)#*
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���������� 	
� ��
 ���� ����
� ����
 �i = 0�

b0,W0−1 = q0 (1− p)
m∑
l=0

bl,0

b0,W0−2 = q0 (1− p)
m∑
l=0

bl,0

���

b0,1 = q0 (1− p)
m∑
l=0

bl,0

b0,0 = (1− q0 + q0) (1− p)
m∑
l=0

bl,0

�
�
 ������ �
����


b0,0 = (1− p)

m∑
l=0

bl,0

�
 �
���

W0−1∑
k=0

b0,k = b0,0 (1− q0 +W0 q0) ����

 ������� 	
� ��
 ���� ����
� ����
 m� �
 ���


bm,Wm−1 = qm p (bm−1,0 + bm,0)

bm,Wm−2 = qm p (bm−1,0 + bm,0)

���

bm,1 = qm p (bm−1,0 + bm,0)

bm,0 = (1− qm + qm) p (bm−1,0 + bm,0)

����
 bm,0 = bm−1,0 p+ p bm,o

!"#



Wm−1∑
k=0

bm,k = bm,0 (1− qm +Wm qm) ����

���� 	
��
���� ��� ��� �� ��� 
�	 ���
 
��
 bi,0 = pi.b0,0 ��� bm,0 =
pm

1−p
.b0,0� 
�	

���������
��� �����
��� ��� �	 ���

	� ��

1 =

m∑
i=0

Wi−1∑
k=0

bi,k

= b0,0

m−1∑
i=0

pi (1− qi +Wi qi) + b0,0

pm

1− p
(1− qm +Wm qm)

�� �� ������ � 
�	 �
�
�����! ���
����
���� �� 
�	 ����� ����� �� 
� 	"#�	�� 
�	


����������� #��������
! �� � ���	 τ �� � ����
��� �� qi �$
��
��� �%�&

τ =
1

(1− p)
m−1∑
i=0

pi (1− qi +Wiqi) + pm(1− qm +Wmqm)

��%�

'�	���!� 
�	 ��������� #��������
! �� (�)	� �!*

p = 1− (1− τ)n−1 �+��

,�)	�
��( $
��
��� +� 
� τ∗(p) = 1 − (1 − p)
1

n−1 ) ������ 
� �������	 
��
 τ(p)

�� � ���
������ ��� ����
��	 ����	����( ����
��� �� (0, 1) ��
� 	"
�	�	� τ(0) = 0

��� τ(1) = 1&
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�	 
����������� #��������
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�	 -.�$� ���	�	
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 �����
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��
 τ(p) �� �	0

��	����( �� (0, 1)& ,� ���
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� (�)	 � ����
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���� ��� �� 	�
���
���� ��� ��� ��
��� 
����
� ��� q0 = 1/2 ��	 q1 = 1/8� ���

����
��

��� ����������� ��
���
 τ = 1
(1−p)(1/2+W/2)+p(7/8+2W/8)

� 
� τ(0) = 1
1/2+W/2

��	

τ(1) = 1
7/8+2W/8

� ���������� ��� W ≥ 2� τ(0) < τ(1)�

�� ����
��� 
������ 
��	�����
 �� qi� �������� �� ��� ���� �� ��
��� ���� ���
�

���� �
 ��� ��
���
��� �� (0, 1)� ��� qi−1 ≤ 2Wi−1−1

Wi−1−1
qi� ∀i ∈ (1,m)� ��
������

αi = 1 − qi +Wi qi ��� ��
� ��
��� ����� i�  ��� ���
� qi �����
� �� ��
���� ����

∀i ∈ (1,m)!

αi−1 − αi = qi−1(Wi−1 − 1) − qi(2Wi−1 − 1)

≤ 2Wi−1 − 1

Wi−1 − 1
qi(Wi−1 − 1) − qi(2Wi−1 − 1)

= 0 "#$%

�� ����� ���� �� &'������ () τ(p) �
 ��� ��
���
���� �� ���	 �� 
��� ���� ∂τ
∂p

≤ 0

��� p ∈ (0, 1)� ��� 	���������� �� ��� ������� 	��������� �
 �����
 ��
����� ��	 ���

��������� N �
!

N = α0 − (1− 2p)α1 − (2p− 3p2)α2 − . . .− ((m− 1)p−mpm−1)αm−1 −mpm−1αm

= (α0 − α1) + 2p(α1 − α2) + . . .+ (mpm−1)(αm−1 − αm)

�� &'������ #$� N ≤ 0 ��� p ∈ (0, 1)� ��	 ���������� ��� ���
���� �
 ��� ��
���
�

����

*��
� ��� �+����� �����
 τ(0) = 1
1−q0+Wq0

> 0 ��	 τ(1) = 1
1−qm+2mWqm

< 1� ���


�
��� �� &'������
 () ��	 #, ��
 � ���'�� 
��������
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�� �������	 qi = 1/2 
�� �

 i �� ��� ���	� 0 ≤ i ≤ m� ��� �����������	 Wi = 2iW

�� �������� ��� ��� ���������� 
�� ��� ������������ �������
��� ������� ��� ����

�� ��� ��� 
�� ����� �� 
���� �� ������� 

τ =
1

(1− p)
m−1∑
i=0

pi (1− qi +Wi qi) + pm (1− qm +Wm qm)

=
1

(1− p)
m−1∑
i=0

pi (1− 1/2+Wi/2) + pm (1− 1/2+Wm/2)

=
2

(1− pm) + (1− p)W
m−1∑
i=0

(2p)i + pm +W(2p)m)

=
2

1+W + pW
m−1∑
i=0

(2p)i + pm

!"�#

$�� ���������� 
�� ������ �����	���� S ��� ���� ����%�� �� �������&

S =
E

Ts − Tc +
σ(1−Ptr)/Ptr+Tc

Ps

!""#

'���� E �� ��� �%���	� ���
��� ��(�� Ts �� ��� �%���	� ���� ��� ������
 �� ������

���� ������� �
 � �������
�
 ������������� Tc �� ��� �%���	� ���� ��� ������
 ��

������ ���� ������� �
 � ��

������ Ptr �� ��� �������
��� ���� ����� �� �� 
���� ���

������������ �� ��� ���������� �
�� ����� ��� Ps �� ��� �������
��� ���� � ��������)

���� ��������	 �� ��� ������
 �� �������
�
 ��� σ �� ��� �������� �
 �� ����� �
��

���� *���� E� Ts� Tc ��� �

 ��������� ��������	 �� ��� ������ ������ !����� +�)

���� �� ,$*-.$*� 
�� �����
�#� ��� �����	���� �� ������(�� '��� ��� 
�

�'��	
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M =
Ps

(1− Ptr)/Ptr + Tc/σ

�� M ������� ���	 �� τ
 ��� �
� ������������ ����������	 ��� �
� �����

��
��� ���
 ������������� qi = 1/2 �� �
� ���� �� �
�� �� ������
 �
� ���������

�����
�� ���������� ������ ������� 

Theorem 6.1.1. ��� ����� �	
�
�

 ���� �	
����
����� qi = 0.5� �
	 0 ≤ i ≤ m

���
�� ��� ���� ����	���� ������ ��	
������ �� ��� ������ �	
�
�

�

!�"� �� ����	 
�� �
������ �
� qi ������������� ��#������ �
� �	���� �
����
$

���� %�� ���
� ��& �
� '������� �
��
�� �
��� �"��� ���(����� (����� �� qi ���


�
�� �
� ����� �������� ����� 	���� ������ �
����
��� �
�� ������ ��� ��� ���$

���� �� ����� ��� )"�� CWmin ��� CWmax� *����� �� �� � ������ ������������

�� �
� ����������	 ���������� �	���� �
����
��� ��� �
� ����� ��
��� ���


qi = 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 0.9 ��� ��� ���&�+ ������ �� �� �,��� -./0/.1 �������

������& ���
 2
 3
 ��
 �� ��� 2� ������ �� �"������
 ���������� �
� qi 4���������


��
�� ������������� �� �
� 0 ���&�+ (�����5 ���&� ������ ���
 ������� ������ ��

����� �
��� ���������� �
� qi 
���� ���
 
��
�� ������ �� ������

.� ���(� �
	 �� ���(����� qi (����� �
�� �����(� �
� �
����
��� ���������� ��

�
� ������ �� ����� �"���
 �� �"����� �
� ������ �� �
������ �
� ������������

����������	 �� �
� �	���� �
����
���� 6�� τ∗ ���(� �'������ 27 

(1− τ∗)n − Tc{nτ
∗ − [1− (1− τ∗)n]} = 0 4275

Lemma 6.1.2. ��� ���	����
 M = Ps
(1−Ptr)/Ptr+Tc/σ

�� � ���	���� � �� ���
 
� τ

� [τ∗, 1] � � � � �	���� � �� ���
 � [0, τ∗]�

��2
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������ �� ����� ��	� ��� �
�������
 �� �����	��
� �
 [τ∗, 1]� �� 
��� �� ���� 	� ���

���
 �� ��� ����� �� ��� �	
��
� ��
�� ��� �����	�� �� M ���� ������� �� τ ���

∂M

∂τ
= (1− T ∗

c )(1− τ)n − T ∗
c nτ+ T ∗

c

�� 
��� �� ���� ��	� ∂M
∂τ
(τ∗ + ε) < 0 ��� 0 < ε < 1− τ∗�

∂M

∂τ
(τ∗ + ε) = (1− T ∗

c )(1− τ∗ − ε)n − T ∗
c n(τ

∗ + ε) + T ∗
c

= (1− T ∗
c )(1− τ∗ − ε)n − T ∗

c n(τ
∗ + ε) + T ∗

c−

− (1− T ∗
c )(1− τ∗)n + T ∗

c nτ
∗ − T ∗

c

= (T ∗
c − 1)((1− τ∗)n − (1− τ∗ − ε)n) − T ∗

c nε

= (T ∗
c − 1)ε

n−1∑
k=0

(1− τ∗)k(1− τ∗ − ε)n−1−k − T ∗
c nε

< (T ∗
c − 1)nε− T ∗

c nε

< 0

��� ����� ��	� M �� �
���	��
� �� τ �
 [0, τ∗] �� �����	�� �

���� ��	� �
 ��� ������ ��������� ��� ��	
�������
 ����	����� ����
�� �
� 

�
 ��� 
!���� �� 
���� 	
� ��� ��
��
���
 ��
���� "
 ��
��	��� �
 ��� #$%&%

�������� �� 	��� ����
�� �
 qi� ��!� � '
�
� W 	
� n� �
� ��!�� ����� �
(!�
��

τ� 	
�� ���������� ��� � ���� ����!���!�� )���	 *���� 	����� !� �� ���	����� ���

���	���� �� ��� � ���� ����!���!� ��� ��	
��
� ��	
�������
 ����	���������

Theorem 6.1.3. ��� ��	
 ��
�	� �� ��
	� n ��
 
���
�
 ����	����� ���
��

��+



W ��� ��������� �	���
 �������
�� S ����� � ����� 
����� ��������� �� τ ��

��������� �� [0..τ∗] �� ��������� �� [τ∗..1] ��� �����������

������ �� �� ������	 
���
 ��� �	���� ���������� S ��� �� ��������� ���

S =
E

Ts − Tc +
σ(1−Ptr)/Ptr+Tc

Ps

=
E

Ts − Tc + σ 1
M

�	 ����� �����
 S �� �� ���������� �������� �� τ �� [0, τ∗] ��� � ����������

�������� �� [τ∗, 1]� �

 � �� ��� ���	 �� ���� ���� ����� �� �� qi ���������� ���� ���� ��� !"�#�

���$�� ����� ������� ������ ���������� ���� ��� ������� ������������ ����������

�� ��� ������ �� ����� ��� � ��%�� ������� ���������� �������  �����
 �	 ��&

���%��� #'������ �(
 �� �������� ���� �� ������ ��� �� ������ ��� qi %�����
 ���

������������ ����������	 ���� ������ �������� ��� ��	 ������ �� ����� �� �������� ��

������ ��� ���	 ����� ��� ��%��%�� �� � ������������ �	 )������ ����*
 �������&

��� τ ����$�� ��� �������� ����� τ∗ +�������� ���� #'������ *,- �� ������ ���� ���

������� ������������ ����������	 ��� %��� %����� .�� �������
 �� � �/��� 0)123)1

������� ������
 ���� � ���
�4 ������ τ∗ ��� 3 ����� �� 0.158557
 ������� ��� 30

����� �� �� ���� ���� ���&����� �� ���� %������ 0.0142753�  � �� !"�#� ������

���� CWmin5*� ��� qi = 0.5 ∀i ∈ [0..5]
 ��� ������������ ����������	 ��� 3 �����

������� 0.0515231 ��� 0.0208665 ��� 30 ������ 6�%�����	
 ��	 ������� �� qi ����

���� �� ��� �������� �� τ ����� ����� ��� ������������ ����������	 ������ �� τ∗
 ���
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6.2 Optimizing throughput

�� ���� �����	� 
� ����
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 ��	
� ���� �� �� �	������ �	 �	�����
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� ������� ��	
�� ���� ��� 	������ ����������	�

��	�������
 �� ��� �	����	� �	 �#����	� $%& (1− τ∗)n− Tc{nτ
∗− [1−(1− τ∗)n]} = 0'�

!� ����������� #�����	� �� 
������ 
� ��� (�� �� ���������� 	� qi �	 ������� �

������� ����������	� ��	�������
 )�� ���� �	 ������� � ������� ���	������ �	�

����� ������ 	� �	���'� *�� �	 ��� ��������	� 0 ≤ qi ≤ 1 �� ����� 	�� ���� ��

�	� ��
�
� �	������ �� ��� ��+� 	� ��� �	������	� 
���	
 ���
� (���� ,	� ������� 

�� 
� 
����� �	 ������� �
���� ���	������ 	� 0.83649 �	� �����
 -.��� /012301

������� �	��� ���� �	�����	��� �	 τ = 0.0142753� 0��� ����� CWmin = 32 ��

����� 	�� qi ����� 
	��� ���� �	 �� ������ ���� 1 )�� ��� qi = q ���� q 
	��� ��

1.13526'�

�� ������� �� �� ��	
� ���� 	��� ��� 	������ ����������	� ��	�������
 τ∗ �� �����4

����� ��� ���	������ ��� �� 	�����+�� �
 (����� ��� 	������ ������� �	������	�


���	
 W∗ ��	� ��� �
���� 	� �#����	�� $5 ��� $6&

τ∗ =
2

1+W∗ + p∗W∗
m−1∑
i=0

(2p∗)i
)$5'

p∗ = 1− (1− τ∗)n−1 )$6'

7	
���� W∗ �� ����"��
 �	 �� �� ������� �	 �� �������� �� ����� �	 �� �	�����

�� �	 �	�� ����� Ŵ �� ��� ��� ������ �� ��� ���"	8 �������� ���� �� ��������� �� ���

--9



����� ����	�
 ��� ��
������� ��� ��� �����	������ 
���������� ���� �������� ���

������������� qi ��������� ���� ��� �������  �� �� �����!� ��� ��	� �����"�
�� ��

��� �
��	�� #$��%% 
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��	�� #$��%%
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!���� W∗� *�� W∗
i = 2iW∗ ��� Ŵi = 2iŴ�

Theorem 6.2.1. ��� ��������	 ���
������ 
� ��� ����� ������ �
�� q∗
i =

W∗
i −1

2(Ŵi−1)
� ∀i ∈ [0..m]� ��	 �
�
��� �
�����

� �
�	
� Ŵ ��
	���� �
���� ���
����

��� ���� ������ �
�� ��� ���� �
�
��� �
�����

� �
�	
��

��

�� ��� �����	������ 
���������� �� ��� ����� ����	� ��+

τq = 1

(1−pq)
m−1∑
i=0

piq(1+(Ŵi−1)qi)+pmq (1+(Ŵm−1)qm)

= 1

(1−pq)
m−1∑
i=0

piq(1+
(Ŵi−1)(W∗

i
−1)

2(Ŵi−1)
)+pmq (1+

(Ŵm−1)(W∗
m−1)

2(Ŵm−1)
)

= 1

(1−pq)
m−1∑
i=0

piq(
W∗

i
+1

2
)+pmq (

W∗
m+1

2
)

= 2

1+W∗+pqW∗
m−1∑
i=0

(2pq)i

%%#



���� ���� pq = 1 − (1 − τq)
n−1� �	�
��	 ����
� ���� ��
 ����
� �� �����	�
� ��

�
� �� ��� � �
	��
 �����	�
 	
 [0..1]� ��
�
���
� τq = τ∗� �
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6.3.2 Fairness index
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Chapter 7

Conclusions
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