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��	�

• !���	��� ��� ����
 �� � ��	��&����	����� ���	����� !���	�� 
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!������� �
� ������ ����� L2 �� �
� �"
��� ���������� �
������� �� R#

L2 =

{
f :

ˆ +∞

−∞
f 2(x)dx < ∞

}
. $%�&'

(� � �
���������
���� ��������� L2 �� ���������� �� ������ �
������� Vj

. . . ⊂ V−2 ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . $%�)'

�
�
 �
��

��
⋂+∞

j=−∞ Vj = {0} ���
⋃+∞

j=−∞ Vj = L2

%� ��� ��� f ∈ L2 ��� ��� j ∈ Z� f(x) ∈ Vj �� ��� ���� �� f(2x) ∈ Vj−1

&� ��� ��� f ∈ L2 ��� ��� k ∈ Z� f(x) ∈ V0 �� ��� ���� �� f(x− k) ∈ V0

(� � �
������ φ(x) ∈ V0� ����� ���
 �
� ��� �� ��� ������� ���������� {φ(x− k)}k∈Z�
����� � ����� ��� �
� ����� V0� �� �� ������ � ������� �	��
��� �� ��
�
� �	��
����
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��� ��� ����� ��	�
���� Vj 
���� j �= 0� �� ������

φj,k(x) ≡ 2
j
2φ(2jx− k). 
����

������� ����	�
 ��
�
��
�

��� ������ ������ �� ��� ��	�
���� ������ ��� �����
������� �� Vj+1 �� ����� ��

Vj ��� Wj� ��� ���������� ���
����� �� Vj �� Vj+1�

Vj ⊕Wj = Vj+1, 
����

Wj ⊥ Vj. 
����

��� ������ ��� �� ��� ��	�
���� Wj �� � ��� �� L2�

+∞⋃
j=−∞

Vj =
+∞⊕

j=−∞
Wj = L2. 
��!�

����� Vj �� � "������#����������$ ��
����������� �� Vj+1� ����� Wj ������� ��� "����#

����������$ ��%������ 	������ Vj ��� Vj+1�

&� ��' �������� ψ(x) ∈ W0 �	�'� ��� ����������� 
��
���' 
(��
���' )� *������

��+�)�+� ��� ����� ���� ��� ������� ����������� {ψ(x− k)}k∈Z� ����� � 	���� ���
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��� W0� �� �� ������ � ������� ��	
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����� ��	
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��	�
���� Wj 
���� j �= 0� �� ������

ψj,k(x) ≡ 2
j
2ψ(2jx− k). 
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+)



������� ��� �	
� �	
���� ��	�
���� �����

������� V0 ��� W0 �	� 
��
 ��
������ �� V1� �� ��� ���	��� φ(x) ��� ψ(x) ��

��	�� �� �
� 
���� ��������� �� V1�

φ(x) ≡ 2
∑
k

hkφ(2x− k), ������

ψ(x) ≡ 2
∑
k

gkφ(2x− k). ������

��� �� ������	��������� ��������� �
��� 	�������� �	�  ���� 
������ Vj+1� Vj ���

Wj ��	 ��� �	
��	�	� j �� ����� !� �
� �
� � 	��������� hk ��� gk �	� �
� ��������

��� 
�"
����� #���	 ���$������� 	������� ���� �
�� ��#�� �
� ������" �������� φ(x)

��� �
� �� ���� �������� ψ(x)�

%� ��� ���� ���	��� � �������� f(x) �
�� �� �	����� �� ��	�� �� �
� 
����

��������� �� Vj+1 �� ��	�� �� �
� 
���� ��������� �� Vj ��� Wj�

f(x) =
∑
k

λj+1,kφj+1,k(x),

⇒ f(x) =
∑
l

λj,lφj,l(x) +
∑
l

γj,lψj,l(x). ������

&
� �	�����	� ���$������� λj,l ��� γj,l� �	� ��#��� 
��

λj,l =
√
2
∑
k

hk−2lλj+1,k, ����'�

γj,l =
√
2
∑
k

gk−2lλj+1,k, ����(�

&
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#� ��� φj,k ��� ψj,k ��� �����������$ ����$


Vj ⊥ Wj, %��	&'

〈φj,l, φj,l′〉 = δl−l′ , %��	('

〈ψj,l, ψj′,l′〉 = δj−j′δl−l′ , %��	)'

���� �� "�� "��"����� ��� "��*"����� �� ��� ��"���������� �� %��	+' �� ������ ���

����� �����"� �� ��� ���"���� ���� �"����� ��� ������� ���"�����


λj,l = 〈f, φj,l〉 , %��	,'

γj,l = 〈f, ψj,l〉 . %��	-'

	&
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• ���	�
� Vj, Wj, φj,k, ψj,k�

• ���
 � Ṽj, W̃j, φ̃j,k, ψ̃j,k�
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Vj ⊥ W̃j, ������

Ṽj ⊥ Wj, ���� �〈
φ̃j,l, φj,l′

〉
= δl−l′ , ������〈

ψ̃j,l, ψj′,l′
〉
= δj−j′δl−l′ . ����!�
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λj,l =
〈
f, φ̃j,l

〉
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γj,l =
〈
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〉
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#$������ �� ������������� �������� ��� ��� ������ �� ������������� ��������

"������"��� �� %����& '����"���� ��� �������� (%'�) *�+,� ��� ������ ���

���� �"����� ��� ������� ���"����� ��� ��� ������������� +�	 ������ �� ��� %'�

������ �� ����������� �� ��� ������ ��-�

����� ����	
 ���	
���
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� �
�
������
 �
��
��
�	

��� ����� �������� ���� ��
��� �� � ��������������� ������� �� "����� ��������

��� ������ ����������� �������& �� "�� ������� ��� ��������������� �������

��������� ������������� ��� ��"� ��������� �� ��� ������

.� ��� ��������������� "��� �� "�� ��� ��� �/���� ������� �� ��� ��"�����

������ (��� ������ ��0) ��� ��� ����� ���"����� ��� ��� ������ �����"�� �� ���

��������������� ����� ���"������ 1���� ��� ��������� ���� �� ����


φ(x)⊗ φ(x)|φ(x)⊗ ψ(x)

ψ(x)⊗ φ(x)|ψ(x)⊗ ψ(x)
(���2)

��� 
���� ���� ��������� ��� ��� ��������������� ������� ��������� ��� ���

+3



��� ���

��� ���

������ ��	
 ��
���� 
�� �
����� ��������� ��� ��� �����������
� ��� �
��� �
� ��
�
��
���� ��������� � � ��
� �
����� ��������� ��� ��
���� ��������� 
�� ��� !
�����
���������

LL
LL

HH

HL

LH

1 1

1 1

HL1

HH 1LH1

HL2

LH HH22

2

������ ��	
 ��� 
�������������� ������
 
�������� ������� ������
� ��
� 
��
���������� ������ �� ���������
����

��



I

2g

h 2

2g
2g

h 2

h 2

HH1

LH1

1HL

LL1

Columns Rows
������ ��	
 ��� 
���� ���� ��������� ��� � ��������������� ���������� �������
��������� �� ��� ��������������� ������ I ������ �������

����� ������� ����� �� ����� �� ������ ��	� ��� ����� �� ����� ���� ���� ����

��������� �����! ��� ��� �� ��� ��� ����� �� �� ������� ��� �������	�
���

�
����� ���������� ��� ���� ��� �"�������� �� ��� ������ �� �� ������� ��� ��
���

�
����� ���������� ��� ����#����� ���� ����������� �� ��� ������ �� �� �������

������ ������� ���������� ��� �������� ���� ����������� �� ��� ������ ��� ��

�� ������� ��� ������ ������� ���������� ��� �������� ���� ����������� �� ���

������ $� ���� �����"���� ����� �� ����� �������� ��� �  ��%������� ������� ��

������� ����� ���� ���� ���� ���� ���������

��� ������� ���� �� ��� ������ �� ��� 
���� ���� ������ ��� ������� ���������

�� ���! ���� ������������� &��! �� ����! �� ������� �� � ����� �� �� 2n� n ����� ���

������ �� ��������� ������� ���� ��� ������� ��������� �� � ����!�� �� ��������

������� �� ��� �������� ����������� ������� '� ��� ����������� ���� ��������� �����

�� �� ���� �� ���� ��� �������� ��� ����#����� �����������

��� ������� ��������� ��� �� ��������� ���� �� ��������� ��������� �! ������

��� ��� ������� ���� ��� ���� ��� ����� ������� 
���� ����� ���� �� ������ ���

�(



��������� ��	�
�� ������
�� �� �����
����� �� �
����������� ��	�
�� ������
��

����� �	 
��
 �
����	��� �	
� 	

 ��	
�� 
��
 	� �
 ��������
� 	� �

� � �������

	
�	 ���	���
����	��� ��������� ����� 	

 �����	�	����� �����
��	� �� ����
��
� 	�

O(pn)� ��	
 p ≤ log(n) 	

 ����
� �� 	�������� �
�
��� ��� 	

 ���
��
 	���������

� �
�� ����
 �� ���������	
 	�������� ��
 ��
�	� 
�� 	� �
 �������	
� ��
 	� 	



�
�������� �� 	

 ������� 	���������

��� �������	�� 
	����

!� 	
�� �
�	���� � ���	���� �
��
� �� 	

 
���	��" ��	
��	��
 �
�	�����" 	� ���
� ����


�
���	��� �� ������
�� #�����
� 	� 	

 
�	
����
 ���� �� ��	
��	��
 	
�	 
���	�

��� �	��� ���"
 �
������"� 	

 ���� �� ����
 �
���	��� �� ���
� 
�� �

� �
��

����	
�� $
�� ��� �
 �		����	
� 	� � ���� �� "��� �	�	��	���� ���
�� ��� ���
�

�
%�
��
� ��� 	

 ���
��
 �����	�	����� ���
� 	
�	 �� �
%���
� 	� 
�����	 	



	
������ ����
��	��� �� ���
��� &��
�
�� ��	
 ��"�	�� ���
�� "�����" ��������	�

��� �����	�	����� �
�����
� �
�����" �

��
�� ��	
���" �� ���
�� �� ���	 �
�����"

�� �����	��	 �
�
���
 ��
��

!��"
 �
%�
��
 ��	� ��� �
 ������
�
� �� ���	���	
������ ��	�� !� ���
� 	�


 ��
�	�� �
����
 ���
 ��	� ��� ���� ����� �������" �����" �
������"� �
 ��	 ����

�

� 	� ���
 ��
 �� 	

 ���	��� ����
��	��� 	
�	 
���	� �
	�

� 	

 ���
��� ��	

���� �� 	

�� 	
������ ����
��	����� �� 	

 ����
��	��� 	
�	 
���	� �
	�

� ��'
�
�	

����
� �� 	��
� (�
 	� 	

 ��

�
�	 ������� ��	��
 �� 	

 ���"
 �
%�
��
�� 	

�


��"���� ��
 ����������� �� 	

 	
������ ���
�	��� ��� 	����" 	� 
�����	 	
������

����
��	��� �����" ���
� ����
 �
���	��� ��	 ���� ���
� 	

 ���
� �
������" ����

�
�
�	 ���� 	

 ���"
 �
������"� ��	 ���� ���
 ���
 �����
�� )���
 	
������

����
��	��� �� 
�"

�	 �� 	

 ���
�	��� �� 	

 ��	���� ���	 ��

�
� �� 	

 ��	
���

�*



���� �����	 �
���� 
���
�
� �� �
��
�
� ���
�� ���
���
�� �� �����
���	 �
���
� ���

�������� ��������
�� ��� ��
�� ������
���

����� �� ��� ������ �� ���
�� ��
�
��� ��� ��� ������
�� �� ��
�� ������� 
� ���

�
��� ���������� ��� �

��
�� �����
�� �����
���� ��� �� �
�
��� 
��� ��� ������
��

����� ��������

• ������� ���	
 	� �����	 �	
�������	�

����� ������ �����	 �� ���
�� 
�������
�� ��� ������� ��� ����
� ��������

�
��� ���� �� � ��� �� ����� �
����
�����	 �������� ���� �� �� �������� !�

��� ����� �� ���� ������ ���� ��� �� ���
�� 
�������
��� "# �
����
��� ��

$# ��� �
���� ������� ��� �����	
�� � ����
� �������� �������� ���� ����

�������� �	 %��&��
�� �� ��� '$"� $()� ��� α−��
���� ���� *+�,- �����

'$") ��� ��� �  ������� ��
������ *.//- ����� '$() ��� ���� ����� ��

����� ����
��
�� �� ��� �

��� 
� ��� ����
� �������� �
���� ��� 
� �����

�� ���
���� ��� ��
�� ���� ����� �� ��	 �

��� ���	 ���	 �� ��� ������
�� ��

������� ��
�����
�� �

���� !� ��� ���� ����� ���
�� 
� ������� 
� ��� �
���

��������� ���� ������ ����� ������ �����
�� �� ����� ��� ���� �� 
���0�
���

�����
�� �� ��
���

• �����	 �������� �������

!� ����� �� �������
����	 �
���
� ��� �������� ��������
��� ���� ������� 
�

�
�������� �����	 ���� ���� �� ��� ����� �� ���
�� ������
�� �� ���
���
��

��� ��
�� ������
��� ��� ���
�� �������� ������ 
���
�
��	 �� �
��
�
��	 ������

���
�� 
� ��� �
��� ��������� 1��� ������ ��� ���
���� ����� �� � ��� 

��
���� ����� �� ��� �
��� �������� 
� ��� �������� �
����
�� ��� ��� ���

�� ��� �������� ���� ��
�� �����
�� 
� ��������� ���� ��� �
���� �� ���
��


������� 
� ��� ���������

$$



�� ������� 	
 ��� �	�
	��������
	������� ����	��� 
� ��� ����� ��	�	���

�� ����
��� ��� �
� ����� ��
�� ���� � ������� 	
 � � !" ��
�� 
������ ���

��	��� #$%&' �
���� �
�
��� ���� �(���� ���	� #���)*' ���
���	�� ��	�+

� � �������	��
��� �
����
	�� 	
 �	�
	�, )��� � ������ �	�-� ���� ����

��� ������ �	�
	� 
� ��	�+ 	�� 	
 ��� ���������
��� �
����
	��� ��� �����

�	 �����
�+ 
� ��� �������� 	
 ���� �	�
	� ��
�� 
� ������� �	�� ���
�����,

.�� �
����
	��� �����
�+ ����	��� ��� ���� �������� �� /	���
� �� ��� 
�

��0� �� +������
�
�+ ��� �" ���
	��� $%& ����� ��	�	��� �� &���	�
 ��1� �	

��� 2" ����
	�����	��� ��+
	�, .�� ���
	��� $%& ������ �� � ���� ����
��

��	�+ 
	�� ����
�� �
����
	�� ��� �
�� ����	��� �
����
	�� 
� �	�3����
	�

�
�� � �	 ����� ������	� �	 � 	
� 4
��+� 5	�6 ���
�+ 
��� �	�
	�, .��

����
�� �����
�+ 
� � ����
	�����	��� ����	�� ��� ���� 
������ +������
��� ��

7	��������� ��� ���� 
� ��8� �� ������
�+ �	����� �� ���� �� ��+�� #����
�+

�	 �
+�� ����
�� �
����
	� ���-�' ��� ��
�+ �� $%& ����� �	 ������ �	
�� 
�

��� ����
�� 
��+� ��+
	�, .�� ����	��� �����
�+ 
� ��8� ��� ���� ���
� ��

�� ��
�+ � ������� ����� ������, .�� �
+� ���� ������� ����	�� � �
��

������
 � ����� �
�� 
���� ������ ��
�� ��� �	� ���� ������� ����	�� � ���

�
�� ����� ��
�������
�+ ������ ���� ���
	��� 	��
��� �����
�+ 
	� �
9�����


��+� �	�����,

:�	-	�
�� �� ��, �� � ��++����� � ����
��� ����� � ���+
�+ #�/�' ����� ��;��

����� ��� �
���� 
� ��� ����
	�����	��� ����	�� �� � ���� �
���
����� 
��	

����
��� ������� ��� � ��
+���� ������ ��������� ��	� ��� ������ ��� �����

�	�
	� ��� ����
�� ��� ���� ���� 
	� � ���+
�+, .����� �� ��, �2<� �� �

�	����� ��� 
��+� ��(����� �� � ����	��� ���	���+����
 � #�&' ��	���� ���

�� � ��++����� � �	� �	�����
��� �
�� ������
 � =����� �����, ����	�+� ��
�

������� �� ��� �	�
	���������� �������� ��	 
��� +		� ���
����� 
� ���� 	


�2



���������� �	�
� ���
����� �����
 ��� 	����� �������� �� ������ �
������

��	����� �������
 �� ����� �� ��
����
 �� ��� �������� �� 	������

• ������ ����	�
��	� 
��	�
�

��� ��
����
 ������� �� ��� �
��
�� 
�������� �� ��� ������ ���� 
�� ��

	����� �� ���� 
�� 	����� ��������� ��� �� 	���	���� �� ����	����
 ���

	����� ��� �	������
 	����� �������� �������
� ����� ���� �� ������ ����

�� �������� 	����� ����	����� ��� ���� ��	��� ��� ��	����� ����
�����	���

�� ��� �	�
� ���
���� 
���
 	����� ��	���������� ����� ������ ��� ����

����
��� ��� ��� 
�����	 ���������	����� ���� �� ��� 	����� ��	��������

�	�
� ���
���� �

�� ���� �� �������� 	����� ����	����� ��	��� ��	����� �����
��
  !"# ��
��

���� �� 
���� $������� 	����� �������� 	��� ����� ���� ���� ��� ��� ��������

��
�� ������� �� ��	��� �����
��
� %���� �� ��� 
��� �� &''%( ����� �� ���

��	����� ���������  !)#� ���� ���� �	������ ��� ������ ��� ��� ��	�����

������ ��� ���� ����� �� ���
� ��	�
�������� ��� 	�	��� ���
���	���� ��

��� ��
�����	 ��	�
��� ��� 	����� ������� *������� ��� ��������+ ��� ����

����� �� �������� �� ������
 ��� ��� ���� ��� ��� �
�
�� ���	���

��� ��	�
�������� ��� 	�	��� ���
���	���� ��� 
�������� ���
��� �� ��	�

����
 ��� ��	����� �
����� ��� �	������
 � 	��������	�������� �������

��	����� ���
��������� ��� ��	��������� �� 	����� ��	���� �� ���
���

��� ���������������� ���� ���
������ ������� �� ��� ��	����� ���������� ,
��

����	���� ����� ������ � �������- ������� ��� ������ �� ��� ���������	�����

�
����� ��� ��� ������ 
����� �� ���	� �� ����� ���
����� �� �����
 � ��
�


�� ���������	����� ���
�������� 	�
��� �� �
��� ���� �� ��
����
 �� ���

���� �� ��� ������ �� ��� �
����� ������� ����� �� ����
 �
������� ��������

).



������� ��� ��� �		
 ��
� � 	� ��
�
� ���
� �� ��
 �����������
����
�

��� ��
�����
� ��������
������ �������� ��
�������� ��
 ������ ��
�
���

��
 ����� ��������� ������ ����� 
��
�� ��� �	!
 �����
� ��
 	� ��
�
�

���
� �� 
������
 ��
 �
�� ��� �������
 ������ ��
� ��
 ��������
������

�
����������� "�#
�
�$ ��
 ���
� �� �	!
 ��
� ��� ������� ��� ��
 ��
�
��


�� �����
�� �� ��
 �
����������� %��� �������� #�� ������
� ���� � �&���

�� ��� �� �	'
$ #�
�
 ��
 ())�* ���
� �#����
� �
�#

� ��
 �
������ ���

��������
������ �
���������� �
�
����� ���� ��
 ��������� �� ��
 ��+�


�� �� ��
 �
����������� %��� ��
� #�� �����
� �
�
����&
� �� ��
 �����
�

#
����
� ��
������ ,-�-. ���
� �	'
 � �������� ��
 ���� ������� ����
�

���� ��
 ��������
������ �
����������� /�+
� ��0
�
��
 ��� �

� ��
� ��

��
 ����
��� ��� ��������� ��� ��
 ��+
�� ������
� �� ��
 ����
� ��
 #
����
�

��������� �� ��
�� ��0
�
��
 ���� ��
 �
��
� ��+
� �� ��
 ��
������ ���
�
�

%�
 -�- ���
� �� ����������� ����
� ��� ��# �12� ��� ������� ��������

��
�
 ����
��� )����� 
��������� �� �	'
 ��
� 3��
�4� ������� 5�# ���������

�	6
 ��� ��
 ��
��������� ����� �������� ��������� ������
� �� �	7
�

2
���
�����
�$ ���
 �
������
$ ������ ���
���� ��� �

� ��
� �� �	8
 �� �
�

���
 ��
 ����
� �� ����
� �� �
 ����
�� %�
 ��������
������ �
����������

�� ������
�
� �� ��
 ����
 ��� ��
 ������ ���
� �� �����
� ����� ��
 ������

���9
���� � -������� ���� � ���
�
 �� ���
 �� �����&
 ��
 ������� �� #
�� ��

�
������ ����
������$ ��
 ������������� ����
� �� ����� ����� ����� ���

-��9� �	:
 ���
 �����
� �
���
� ��
 ������������� ����
� � ���� ��� ���

��
 ������� ��� �
������ ���
���� �
;�
������ � %�
 ���
 ��
� �� �������

��
�
� ���
� ��� ������� ���
���� ��� � ������ ���
� ��� �
������ ���
����

,<���� ������ ��
�
� ,<��. ���
�.$ ��� ���
 �
����
� ���� �
����� ���

���
�� ������ ��� ��� ������ �� ������ ����
���

='



��� ��� �����	
�����	
���� 	��
� ��������	 ���������
 ��
��

�� ����� ��


���� �����	 �
�������	 �
 �	 �	������ ����� ���
 ����
 ��� ��������	�� ��

��� �����	
�����	
���� �����
 ����	��	� ���	 ��� ��������� �
�� ��� ��


���	 �
�������	� ���
 	�� �	�� ����
 
��� ���������
 ����������	���� ��


��	
���� ��� ��
� ������ �	��	
���� ����� �
 � 	��� �� 
���� ��� ��� �����	

������
 ��� ���� ��
� �	� ������ ����� ��	
������ �	 ��� �����

�	�� ���	�

���� ��� 
������ �������� ��� ��� �����
 ����
����
� ��	������ ����� �����	

�
�������	 ���������
 ��� �
�� ��� �����	
�����	
���� ����� ��	��
�	� �


���� ������� � ���� ��������
� ������	 �������� �	� �����������  ���


��
 
�����
 ��� �����	 �
�������	 �	� ��
� ��� ���� �!���	� �	� �"������


����� ������	
 ��� ����� ������	� ���������
 ���� ���	 ���
�	��� �	 �����


����� #$%� $&� '()''*�

���	� ���� ��� ����	� �� ����� ��� ��"���	� ����� 	��
� ��������	 ���������


�����+� �����	� ���� ��	 ��
� �� ��������+�� ��
�� �	 ��� �����	 ���� ������� �	�

����
� ��� �� ��� ���������
 ��
��

�� ����� �����

 ��� ����� 
����	�� �	 ���

�����	�� 
�����
�������� �����	� ,������� �������
 ���� ������� �
 � ��������

�����
��
������	 ���� ��� 
��	�� �	���
�
 �	 ��� ��
� ������� -	 ��� ��
� �� 
����

����� ��	��
�	�� ������� ����
�����	� ��
 ������� �
 � ��������� ���� �	� ���	


���	 �� ���������� ����� ���	
 �� ��	��
�	� #'.)./*� ����� ������� �
 � ���� ���

����� 	��
� ��������	 ��
 ��
� ���	 �������� �	 ����	� ����
�

����� ��� ��� ����� ���������
 �� ������� ��� ������� �����
�	�����	 ��� ���


�����
�������� ������	� �� ��� 	��
� ����� ����� 0��
���� ��� ���!���	�
 �� ���

$
1 ������� �����
�	�����	 �� � 	��
� ����� ����� �� ����
������ �� ����� ��� 	��
�


���� �
������
 �� ��� �����	�� ����� 
����	�� #.$)..*� ����� �
 	� 	��� ��� ��������

�����	 ��������	� �
�������	 �� �����	
����	 �	 ���
 ��������� ,������� ��
 ���	

��������
 ��� ��� ����� ������ ���������	�
 ����� �
 ��	
����	�� �� ��� ��	���

2%



�� ��� ����	�� 
	��� ���
������ ����� ��� ���� 	���� ������������	 ����	�����

��������� �� ������� ��� ��� �	�� �� !��� �������� ��! ��� 	��� 	������ �������

��� ������ �� ��� ��� ���������� �	�� � �� ��������! ������� �� ��� ��� 
	������

������� !������������ �� ����"

����� �� ��� ��#� ������� ��� 	���	 ��� ��������� �� � ����� �� �	�� � ����! ��

����� �	�� ��������� ���� ������� �� ��� ��� ����� �������	� ��������!" $�		�����

��� ��� ���������� ���� �� ����� �� ��� ������! !����� �� 
	����! ��! ���������!

����� � �������! �������" %���� �� ���� ��� �������� ����� ����	���� ��� �������!��

��� �������� ���!������ ����� ���! �������	!��� ��		���! �� �	�� ��������� ��!

&����� 
	������� ���� ������ ��'����� � 	���� ������ �� ������������	 �����"

$����������� ����� ��� �	�� ��������� ��! !�������� �� ��������! �� �������	

������ �� ������� ��� ������ ��'��������� ��! ��� 	������ �� ���� ������'�� ���

���� ����� ���� ���!����� �� ��������	� ��� ��� ���	����� ���	��������" (� �� ���

��)� ���� ���! ��� �� �&* �����! ��� ����� ����� �� �����!����� � ����� ��

����������� ������ ��! ���� 
��� ���	���� ��� +� �&* ��������� �� ��� �������	

!��������� ��		���! �� ��� ,� ������	 �&*" *�� �������� ���! �� ��)� �� ����	��

�� ���� ������		� �������! �� �+-� +.� ���� ��� �� ��� !�/������� ����� ���� �� ��)�

��� ���� !������! ���
������ ��� ���! �� ��� ��������� �� ��� ������� ����� �����

�� �������! �� ��� ����� ����� ����� ��������� �� �+-� +.�" *�� ����������� ����

�� ����� �� ��� !�������� ����������� �� ��)� �� �������! �� ��� ���� �� �!!������	

������ ������� ����� �� ���� ��� �� ������ �� ��� ���	����� ���	���������� ��

��� ������'��"

*�� �����! �������� �� �� �����!�� ��� ,�� ����	�� �������������� �� ����

����� ��! �� ������� ��� �����'���� ������ �� ,�� ����	�� !����� ������" 0��

 ���	�!���� ��� ������ �������� �����!�! �� ��� ����	�� !����� ��� !��������

�� 
	������� �,1� ��� �	�� �����!�! ��� ��������������	 
	��� �� ��� ����	�� !�����"

,#



�������� �	
� �
��� ���� ��
�	��� ������
�� �� ��
�	���
�� �����
���� �� ������

�	� ��
�� 
� �	� ����
�� ����
� ��� �������� �
���
�� �� �	� 	
�	 ��������� 
�����

���
�� ��� �	��� 
���� �� � 
��� �� ����

 
� �	� ����
��� 
���� ��������� �	

�

�	� ����
�� ����
� �
��� 
� �� ! �������� ���
��
� 
� �	� ����
�� ����
�� "
#��
��

�� ��� �$�! 	��� �������� � ��
�� ������
�� ��	��� �	�� ��


#�� ����
�� ����
� ���

����
�
 �
���
�� ��� ������� ���% �� �	� �
�� ����
� ��� �&�
�
�
�� �	� �������


�����
��
��� �������� �	� ��������
���
 �&����� 
���
��� �
�	 �� � $�! ��%��

�	�� ����
���
� ��� ���
� �� ���� ���
��
�� 
��
�������
���

'�
���� �� ��� �$ ! 	��� ���� � ����
�������� 
���� ����
�
�� ���	�
��� ����
�

���� 
� �()! ��� ����
�
 �
���
�� �� � ��
�� ������ ���� ����
�������� �	���	�
�
��

	�� ���� ���� �� �	� ����
�

������
��� ������ �� ������� �	� �������
 ��
��

������
�� � *� �$(!� �	� ���
�� ���+������ �� �	� �
,����� �����
���� 	�� ����

���
����� ��� � ������
�� �������
 �
���
�� 
� ��������� �� �	� ����
�

� �
�����

�(-! �����
���� �
��� �	� ���
����� ���+�����
��� .�	��� �� ��� �(�! �������� �

+�
�� ������


�� ����
�� �����
�� �� ����
 �	� �
��� ����
�� �����
���� �� ���

��� ��
�	���
�� ������ ��� �	�� ���

�� �	
� ����
��
��
 ����
 ��� ����
�
��� /	�

+�
�� ����
�� �����
�� 	�� ���� ���� ��� ����
�
 �
���
�� �� �	� ��
�� ����
�� �����

��
���� �� ����
��
�� � �
���
��� ��&
��� � ������	��	 ���
������

0� 
� ��
���� ���� �	� ����� �
�����
��� ���� �	���	 ����
��� 	��� ���� ����

������

� ���
���� ��� ��
�� ������
�� 
� �
��� ���������� ���� �� �	� ������ ���%

	�� ��� ��


#
�� �	� ����
���������
 
�������
�� �� �	� ��

��� �&���� ��� � �
��

���
��� �� �
 ��� ��������%� 	��� ���� ���� ��� �	� ����
������ �� �	��� �
�

����� /	� 	
�	 
������� ������ ����
������� ��� ��������
���
 ����
�&
�� 	���

	
������ �	� ���

���
�� �� ���� �� �	��� ���	�
���� 
� ���
��
�� ���

���
����

�1



��� �����	
���

�� ���� ���	�
�� � 
��
� ��
���
� �� ��
 ���
�
� ��������� ��� 


� 	�����
� ��

���� ����� ��
 
���� ��� ��
 �
�
��	�
�� �� ��
 �	������
�	���� ���
� ���
���� ��

�
�� �� ��
 ����
 �
������� ���
�� �� ��
 ��������� ���	�
��� ��
 �
����� ��� ��


���
�	�
�� ��
 �� ���
�
�� �� � �
� ���� �� ������ 	���
����� ���
 


� 
�	���
�

��� ��
 	��	
���
� �� ���
�
�� ����� ���
 ��
� ��
���� ���� �� �������
���������

�������������� ���
����� ��� �	������ ���
 ���� 


� �������
��

��������� ��
 ��
���
� �� ��
 ���
�
� ���������� � ����
� �� ��
 ����
�� ����


�
������� �
������
� ���� 
���� �� ��
 ���
�����
 ��� ���
� �
��
��
� ��� 


�

	�����
��

 !



������� �

	
��� 
����
��

��� �����	
�����

�� ����� �� �	� 
�����
� �	�
���� �������� 	��� ������� �� � 
�����
� ���� ��� �	�


��������� �� ������ ��� ������ ��� � ������� �� �

���������� �
�	 �� ����������

���
�������� ��� ������������� ��� �� �	� ���� ������� ��� �	�� 
�

������

�� �	� ������� �� 
�� ����������� �

����	�� �� �	� ������
���� �� ������� �����

���	���
�� ��� �	� 
�� �� � 
���� �
������ ��� �	� ������� �
����� �����������

�	��� �	��� 	�� ���� � ��� �� ���� �� �������� �	� 
���������� ������� �
������

�
������ �� �	� ������� ���������� ��  ! ������� �	��� 	�� ���� ������ �"��� ��

������
 �
���#� ������ �	��	 ��
�
�� �	� ��	����� ���
�� �� ����� ���
������

$� �	� ���� ��  ! ������� �	� ����� ���� �� �� ����� �	� !�% ���������� ��

�� ����� ���	 � 
��&�
���#�� 
���������� ������� �
������� %	�� �������� ����� ��

�'
���� �	� ���
�� �� �	� 	�������� �� �	� ������� ����������� �	��	 ��� �	����&

����(�� �� � �	��
 ������� 
��� ��� � 	���� ���� )*+� *,- � .��� �� �	� ��������

������� �
������� ��� �	�  &! !�% ���������� �� ������ ��� �	� ��������(�� /�
�&

���� �//� ������� �
������ )*0-� �	� 1����� 2&���� ������� �
������ )*,-� ��� �	�

+3



�����������	 
	����
 �������� ����� ����	 � ������ ���������� �� ��	 ��	 �� ��


�� ��	�	 
	�����	� �� ��	 ��
	�	�
	�� ��
 �
	�������
 
��������	
 �����
�� �����	 ��

��	 ���	�	� ��	���	���� ��	 ���	�	� ��	���	��� �� 
��	�	�� ������
� ��	 �������


����	���	
 �� ��	 �����	� ��
 ���� ��� ���� �	 	 �����	
 �� ��	 � ������ 
	������

���� �� ��	 ������
 ��	���	��� ��!� �"�� #��� ���	������	 
	�	�
	��
 ��� �		�

��
	�	
 ��� ��	 ��	 �� ���	������
 ��������� ��������	 ��
��� �� ��!� ��
 ��
	���$

��	 ���	�	� ��	���	��� �
 ��	 ��

	� %��&�� ��		 ��
	� ��"��

'�� ��
	� ����	����$� ������
 ��	 ���	 ���	�	� ��	���	�� ������ ����� �	�	


	�	���	
 ��� () ���$	� ��	 ��	
 �� �	��	�	�� ��	 �	*�	��	� �� () ����	� �+�� +,�

�-�� .� �� ������� ���� ��	 ��
 �� ����� ��	 ����������� ����������� �	��	�	��	
 �


��	 ������
 ��	���	��� �� ��
	�	
 ����$ � ������ ��
	�� ���
� � ��$��/���� ���	

�� ��	 �	��������	 �� ��	 ��$������� �	��$ 
	�	���	
� #���� �� ���� �����	� �	


������ ��	 ��
	���$ �� ��	 ��������	������ ������
 ��	���	��� �� ������	 ��	

����������� ���	�	�� �� ��	 ��
	� �	*�	��	� #� ����	�	 ����� ��	 ��
	���$ �� ��	

���	�	� ��	���	��� ����	����
��$ ��	 ��
	� �	*�	��	 ��� �		� �����
	�	
 �� ���

��	��0

-� #�	 ��
	���$ �� ��	 ������
 ��	���	��� ����	����
��$ �� ��	 ������� ()

��
	� ����	�� 1� 
������	
 ����	� ��	 ��
	���$ �� ��	 ��	���	��� ��� ��

	�	�� �� ��	 ��	���� �	��������	 �� ��	 ��$������ �����2��$ ���� ��
���� #�	

���	 ����	�
 ��	 � ������ ��
��� �� ���	 �� ��
	� ��	 ����� �	����� �	�&� ��


�	��
 ����� �� ��	 ��	���	�� 
������������ ��	 �	��	� �� ��	 ��$�������� �	��

�������	� ����	 ��	 �	��
 ����	
 
������������ ��(� �34��� ��	 ���� �	��	�

����	
 ��� ���� ��
	���$ �� ������	
 �� �	�	��� ���	� �������
 ��	
 
���

����������� ���� �� 5������� ��
 6��������� ���
 ����	�	���� ������	�	���

��	 ����	�	
 �
 ����$ 
��	�	�� �	��
 ����	
 
������������� #����
� ���� 	�
�

��	 ��
	���$ �� ��	 ������
 ��	���	��� ����	����
��$ �� ��	 () ����	� ��

7-



��������� �� �	�� 
	������


� �	� ��������������� �������� �� �	� ������� 
���
����� �� �

���� ���

�	� ����������� ��	����� �� �	� ����� ������
��� ���
� �	� �������� ��

�	� ������� 
���
����� 
������������ �� �	� 
� ������ ���� ��� ���� ����


������������ �	� �������� ����������� ������� �� �	� ����� ������
��� �	��


	����� ���� ���
����� � ��� ����� �	�
	 ����� ���� 
������������ �	� �������

�������� ������������

��� �����	
� �� 
����
� �����	�
��

�� �	�� ��
����� �	� �������� �� �	� ������� 
���
����� �� ���
����� �� �������

 ������� � ����� ������
� �	�
	 	�� ���� ���
����!�� ���	 �� �	� ������� ���

�������� 
����������� "�� �	� ��#��� �� �	� n�� ����� �� ��
	 � ����� ������
��

�#����� �� �	�
	 �� �	��� �� �	� $����� %�& '�(� 
�� �� ����������� �� fn)

fn = {fn
ij| i = 1, 2, ..., L ��� j = 1, 2, ..., K} '%�&(

�	��� (i, j) ��������� �	� ��� ��� 
����� 
���������� �� �	� ��#��� �����
�����*�

n ������� �	� ����� ����#� ��� � ��� � ��� �	� ������ �� ���� ��� 
������ ��

��
	 ������ �����
�����*� �	� �������
�� �������� �� ���� �� ��������� �	� ��� ��

��#��� �� �	� n�� ������

+��� �	�� ���	���	 %�& ������� � %�� �������� �� � ����������� �
������ �� �	�

����� ������
�� �	� ���� ����� ����� �� ����� ��� �� �������
�� ����� ������
�

�� �	� ���� ��� ��� ,���� ��� 
��������� �� ��� �������� ������ �� � ������������*

�
����� ����� ������
��

-�
	 ����� �� � ����� ������
� 
�� �� ���
����� ����� �	� 
� ���
���� �������

��������� �� *���� �	� 
������������ ������� ������ �������������� �� �	� �����

%




��� �������	 
����
 �� ��� �� ���� ������ ��������

��� ��	���	 ����	�� �������
�����

−100 −50 0 50 100 150
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF

−100 −50 0 50 100 150
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

0.045

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF

��� �����	
�� �
 ��� ��1 �������� �
 ��� ����������� 

���� �
 ������ ��������

������ ��	
 ��
 ��� ����������� ������ �� ������ ����� �������� �� ���� �������
��
 ������� ������� ������������� �� ��� ��� ������ �� ��
� ��� ��
 ��� ���������
�� ��� ��� ������ ������������� �� ��� ��1 ������� �� ��� ������� �������������
�� ��� ����������� ������ ����� ��� ����� �� ��
�

��



��������� �	� �
�����
�
��� �
�������� �� �	� ������� 

���� ��� �� 
������


��

Xn = DWT (fn) �����

�	��� Xn �� �	� ������� 

���� ������������
� 
� �	� ����� ����� n ��
 ��� ��

����������
 ��

Xn = {Xn
ij| i = 1, 2, ..., L ��
 j = 1, 2, ..., K} �����

�	���� ������� �
 �	� ����� 

���� ������������
�� (i, j) ��������� �	� �
� ��


�
���� �

�
������ 
� �	� ������� �
��������� ������������� n 
��
��� �	� ����� 

�
���
 ����� ��
��� ��
 � ��
 � ��� �	� ������ 
� �
�� ��
 �
����� �� ���	

������� 

���� ������������
�� ������������� �	� �
�
 ����
 �
����
� �� ���
 �


��������� �	� ��� 
� ������ �� �	� n�� ������

�	� ������� 
��
��
����
� 
� ��
 ���������� ������ ��
� �	� ������ ��
�


�������� �� �	
�� �� !����� ��" ���� #� 
�������
 �� $����
�� ��"�� ��
 ��"�% ��


�� �� ���
��� ��
� �	�� &����� �	� �' ������� 
��
��
����
� 
� �	� ����� �����

	�� � 
��
�� ��������� �	��	 �� �����
 �
 ����� ���
����
� ��������� !���	���
���


���� �
 ����������� �	� ������� �����&���� �
�������� ���
 �
 ���������� ��
��


�	� �
��� �� �	� ������� 

����� (
������ ���� �	�� �
�������
� �� ��������� �	
�� 

����
 ��
 ��������� 

�� �
� ����� ���
�
 �	� ����
���� ����	�
�� )������ 
� �	���

�	� ������� �
�������� 
� ������ 	��� ���� ����������� �

���
 �� ��
����
���

��
 �
��������� 
���������
 ���

� ��������� ������ *+� %,� %-� %.� +"� +,� +./-01��

�	��� �� �	�� �	����� �	� ������� �
�������� 
� �	� ��
�
 �������� ������ ���

�

���
 �� ����
� ����������

!����� ��" ��� �������� �	� 	���
����� 
� �	� ������� �
�������� ���
����� �


�%



��� HL1 ������	� 
� ��� 	��

�
����
� ��
�� �� ������ ��� ���� ��� ����
���



� ��� ������	 �
�������� �� ��

������ ���
�
���� ����

	��� ������� ��� �	

��	 ���!� �����	 �� ������ "#�� #$%� &���� �
 ����� ��
�������� ��� ����������	

'������� 	���������
� ��� ���� ���	 ���� �
 

	�� ��� 	���������
� 
� ��� ���
�

������	 �
���������

��� '' 	���������
� ���
� ���� ��� �� ���	 �
 	������� ��� �	� 
� ��� ����

���	 �
��������� ����� ��� ������	 �� ���
�
���� ����	� ���	

 !��������� ��� ��

��������	 ��

px(x) =
νx

2sxΓ(
1
νx
)
exp(−| x

sx
|νx), sx, νx > 0 ���$�

����� px(x) �� ��� �	� 
� ��� ���	

 !������� x� Γ(a) =
´∞
0

ba−1 exp(−b)db ��

��� '�

� ������
� ��	 ��� ����� ����
����� ��	 νx ��	 sx ��� ��� 

	��

����
������ ��� !������� 
� � ''( ���	

 !������� ��� �� 	�)��	 ��

σ2
x = s2x

Γ( 3
νx
)

Γ( 1
νx
)
, ���*�

����� ���  ���
��� ��� �� �+������	 ��

κx =
Γ( 1

νx
)Γ( 5

νx
)

Γ2( 3
νx
)

. ���#�

�
� ���� ������	� ��� 

	�� ����
����� νx ��	 sx ��� �� ����
���	 �� �����

��� !������� ��	 ���  ���
��� 
� ��� �!������� ������	 �
��������, ��� �����

����
����� νx� ��������� ���� �� ��� ����� �-� .%�

��
 
� ��� ������� ����� 
� ��� ��
!� 	���������
� ����� ��!� ���� ��	��� ���	

�� ���������� ���/

• νx = 1/ 0� ���� ����� ��� '' 	���������
� ��	���� �
 1�������� 	���������
�

���� � ���
 
��� ��	 � !������� 
� 2s2x�

�*



���� ����� νx sx
l = 1 l = 2 l = 3 l = 1 l = 2 l = 3

	
�� ����

� ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ �������
���
� ������ ������ ������ ������ ������ �������

������ ��� ������ ������ ������ ������ ������ �������
�������� ������ ������ ������ ������ ������ �������
��� �� ������ ������ ������ ������ ������ �������

��!�� ���" � �����  ��#� �$ �%� �������
&�' (�#��
�� '
���
!#�
�� )���������* sx
��' νx $�� �%� ��'��
�� �$ �%� +,� 
��-

���� $�� ���� ����  
'��� $�� �%� .�
�#!!��'�

���� ����� νx sx
l = 1 l = 2 l = 3 l = 1 l = 2 l = 3

	
�� ����

� ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ �������
���
� ������ ������ ������ ������ ������� �������

������ ��� ������ ������ ������ ������ ������� �������
�������� ������ ������ ������ ������� ������� ��������
��� �� ������ ������ ������ ������ ������ ������

��!�� ���" � �����  ��#� �$ �%� �������
&�' (�#��
�� '
���
!#�
�� )���������* sx
��' νx $�� �%� ��'��
�� �$ �%� +,� 
��-

���� $�� ���� ����  
'��� $�� �%� �.
�#!!��'�

• νx = 2" �� �%
� 
���* �%� (( '
���
!#�
�� 
� �/#
 ����� �� �%� (�#��
��

'
���
!#�
�� 0%

% %�� � &��� ���� ��' �  ��
��
� �$ s2x
2
�

�� � ��#��� �%� ��'��
�� �$ �%� ��)
�

�� '
���
!#�
�� !1 �%� (( '
���
!#2

�
��* �
3 '
4�����  
'�� ��/#��
�� %� � !��� #��'� ��� �%� $����� 
� ��
% �$ �%�

 
'�� ��/#��
�� %� � !��� �����$����' �� �%� 0� ���� '���
� #�
�� � �%��� �� ��

'�
��)��
�
��� �%� ���#��
�� 0� ���� 
��-

���� 
�����)��'
�� �� ��
% �$ �%�

�#!!��'� 0��� �%�� �))��3
����' #�
�� �%� (( '
���
!#�
��� �%� ��'�� )����2

����� 5νx ��' sx6 $�� ��
% �#!!��' 0��� ���
����' $��� 
��  ��
��
� ��' 7#����
�

�� '��
�
!�' �!� �� ��!��� ���* ��� ��' ��� )������ �%� ���
����'  ��#�� �$ �%�

��



���� ����� νx sx
l = 1 l = 2 l = 3 l = 1 l = 2 l = 3

	
�� ����

� ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������
���
� ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ��� ������ ������ ������ ������ ������ ������
�������� ������ ������ ������ ������ ������ �������
��� �� ������ ������ ������ ������ ������ ������

��!�� ���" � �����  ��#� �$ �%� �������
&�' (�#��
�� '
���
!#�
�� )���������* sx
��' νx $�� �%� ��'��
�� �$ �%� +,� 
��-

���� $�� ���� ����  
'��� $�� �%� ��
�#!!��'�

��'�� )��������� $�� ��
% �$ �%� �#!!��'� $�� �%� �
.  
'��� #��' $�� � ��#��
���

�%� ���#��� ��� �!��
��' !/ � ����
�� �%� ��'�� )��������� $�� 
�����)��'
��

�#!!��'� � �� ��� �%� $����� �$ �%� ���)�
�
 �  
'�� ��0#��
��� �� 
��)��� �%�

�����
 � )��$�����
� �$ �%
� �))��.
���
��* �%� ���� ��)
�

�� �#!!��' '��� 1��

���� ��'���' #�
�� �%� (�#��
�� ��' 2�)��

�� '
���
!#�
���� 3
�#��� ��� ��' ���

�%�1 �%� 4���' %
�������� �$ ��� �%� �#!!��'� !�����
�� �� $���� �� �$ ������ ��'

$���� �� �$ �����  
'�� ��0#��
��* ���)�
�
 ��/� �%� �-
�
/ �$ �%� ((+ )�
��

�� ��'�� �%� �#!!��' 
��-

���� �#
% !����� �%�� �%� (�#��
�� ��' 2�)��

��

'
���
!#�
��� 
� � 
'��� 
� �%��� %
��������� �%� ((+ )�
�� 
� �!�� �� 
�����/

��'�� �%� �%��) )��5 
� �%� %
�������� ���#�' �%� &��� 
��-

��� ����
�#'� ��

1��� �� �%� %�� / ��
���

�� 0#���
$/ �%� )��$�����
� �$ �%� '
6����� �+3 )�
��� 
� 4��
�� �%� ��)
�

��

�+3 �%� $����1
�� �1� ����

� %� � !��� #��'"

• 7�������� 8��
��� +
����
� 97�+:" �%� 7�+ 0#���
4�� � '
����
� !�8

�1��� �%� ��)
�

�� '
���
!#�
�� $#�
�
�� ��' �%� ��$����
� '
���
!#�
�� #��'

��



−150 −100 −50 0 50 100 150
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� ���

−250 −200 −150 −100 −50 0 50 100 150 200
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� ���

−400 −300 −200 −100 0 100 200 300 400
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� ���

−60 −40 −20 0 20 40 60 80
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� �� �

−150 −100 −50 0 50 100 150
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� �� �

−300 −200 −100 0 100 200 300
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� �� �

−30 −20 −10 0 10 20 30
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� �� �

−80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� �� �

−200 −150 −100 −50 0 50 100 150 200
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� �� 3

������ ��	
 ��
����� �� ��� ������
 ���������� ��������
 ����� � ������� 
��

����������� �� ����� 	� �� ��� ������ ��
�� ��������� ��� ��������� ������


��������� ��� ���� ����
 ����� ��� �������� �
 !�������" !������� ��
 #�����

���� 
�������������

�$



−300 −200 −100 0 100 200 300
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� ���

−300 −200 −100 0 100 200 300
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� ���

−600 −400 −200 0 200 400 600
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� ���

−200 −150 −100 −50 0 50 100 150 200
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� �� �

−500 −400 −300 −200 −100 0 100 200 300 400 500
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� �� �

−600 −400 −200 0 200 400 600
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� �� �

−60 −40 −20 0 20 40 60 80
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� �� �

−150 −100 −50 0 50 100 150
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� �� �

−400 −300 −200 −100 0 100 200 300 400
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF
GGD PDF
Gaussian PDF
Laplacian PDF

��� �� 3

������ ���	 
���
��� �� ��� ������� ���������� ��������� ����� � ��
���
 ���

����������� �� ����� �� �� ��� ����� ����� ��������� ��� ��������
 �������

��������� ��� ���� ����� ����� ��� ������
� �� !�������" !������� ��� #��
��

���� ��������������

�$



�� ����� ��� 	� 
�� 
� ��������� ���

KSD = max
x

ˆ
[px(x)− p̂x(x)]dx. �����

• ����
�
�� ���
��� ��������
� ������ ��� �� � ������������
 ������� � 

�!� ��"����
� 
��#��� �#� ���
�
����� ������
������$ ��%�$ �!� ������
�� ���

��� �!� ��� ���� �� ��&�� ��� 	� 
�� 
� 
������� ���

KLD =

ˆ
p̂x(x) ln

p̂x(x)

px(x)
dx. ���'�

(�
�� ��) �������� �!� 
������� ������ � �*� ��� ���  �� �!� �������� � �!�

������
�� �� 
������������ �� �!� ��

��� 
��+
�����  �� ��� �!�  ����� �� �!�

��� ������ ����  �� ���������� ����� �!� ,,$ ,������� ��� �����
��� ������
�������

(!� ��������� ������ � �!��� �������� �!�# �!�� �!� ,, ������
����� �� �
�� ��

&� �!� ������
�� ���� ���� ���
����� ��� !��� �!� ����� ������ � ������
� ���

��������
�  ��� �!� ������
�� �� � (!�� !��! ������ � ���
!��� 
��#��� �!�

������
�� ��� �!� ,, �� � �� 
�
���� � �!� �
����� � �!� ,, �� �� �����������

 �� �!� �!���������� ��� !����������� ������ � �!� ������
�� �� ���� �

��������

��� ������	
����
�� �������� �� ������� ����	

������

(!� ������� �������� � �!� ��

��� 
��+
����� !�� 
��� ���
����� �� �!� ��������

��
���� ��� �� �!� ��� ��������� ��������� #!�� ���������� �!� ������� ����������

� �!� ��

��� 
��+
�����$ ��
! �� ����������$ 
��������� ��� ��������

��� 
���

���������$  �� ������� �����
������� -�#����$ ��� ��
! #��� !�� 
��� ���� ��

).



���� ����� 	
� 	��
l = 1 l = 2 l = 3 l = 1 l = 2 l = 3




�� ��� ������ ������ �����	 ������ ����	� ���	��

��������� ��� ������ ������ ������ ������ ������ ���� �
��!����� ��� ������ ������ ������ ����� ������ �� ���

�

�� ��� ���			 ������ ������ �����
 ������ ��
���

��������� ��� ������ ������ ������ ������ ����� ������
��!����� ��� ��� � ������ ������ �� ��� �� ��� ������


�
�� ��� ����
� �����
 ���
�� �����	 ���
�	 ������

��������� ��� ������ ��� �� ���� � ������ ��� �� ��� ��
��!����� ��� ������ ������ ���� � ������ �� ��� ����  

��"�� ���# $��!�� %& �'� ���(��� 	
� ��) 	�� &%( �'� �%)����� %& �'� �!""��)
�%�*������ !���� ��+ ��!����� ��) ��������� )���(�"!��%��� �'� �,�(��� ,��!��
%& 	�� ��) 	
� �(� %"�����) !���� ��� �'� &(���� %& �'� � )�-�(��� ���� ��.!������

!����/� ��0 (�����%��'�� �'�� �1���� "��2��� �'� �!""��) �%�*������ �� �'� ���3

�%(�� )�(����%��

���!(� ��� 4�5 �'%2� �2% �%����!��,� &(���� %& �'� ������ ,�)�% ��.!���� 2'�(�

�'� "��6�(%!�) �� �����%��(0 2'��� �'� %"7��� �� �'� &%(��(%!�) 4���5 �� �%,����

8� �� �,�)���+ �'�(� �1���� � �%� %& (�)!�)���0 �� �'� ����%(�� )�(����%� "��2���

��0 �2% �%((���%�)��� ��1��� �� �'� ���� �%����%� �� �)7����� &(���� ��) �'��

(�)!�)���0 '�� "��� �!�����&!��0 �1��%���) �� ���������%�� ��6� ,�)�% �%)���� 9,��

�� ��.!����� )�������� �%��%�+ �'� ����%(�� �%((�����%�� ��(���� �� �'� (���%��

�%� �-����) "0 �%��%�� :%��%� �(���(��0 ��!��� � �'���� �� �'� �%����%� %& �'�

�)��� &(%� %�� &(��� �% ��%�'�(� 
���� 2�,����� �(� �"�� �% �(���(,� �'� �)��

��&%(����%� %2��� �% ������� ��!���(���+ �'�� �%��%�+ �� �'� &%(� %& �%,����� %&

�)���+ ��� ���% "� ����!(�) ��) (��(������) �� �'� 2�,���� )%����� �'� �)��� %&

�'� %"7���� �'�� �(� ���%"��� �(� (��(������) �� �'� ���� �%����%�� �� �'� 2�,����

)%���� (��(��������%� %& )�-�(��� &(����+ 2'��� �'� ��������0 !��&%(� (���%�� ��

��



����� ��� ������ 	
 ����	�
��� �
� 
����� �� 	�� ��
���	 �
����� ����� �	 ��

�������� 	
 ����
�	 	�� 	���
��� ���������� 
� � 
���
 �������� �� 	�� ��
���	

�
���� �� �����

��� 
� 	�� �������� ���1� �
�����
����� 	
 	�� ����
�� ��
���	 ���
��
��	�
�


� 	�� 	�
 ��������
� 
���
 ������ �� ��
�� ��  ����� ��! ���� "� ��� �� �����

��
���	� ��	 �� ���� ��	��	
�� ��� ���	��� ����	����� 
� �����#���	 �
�$����	� ��
��

	�� ���	��� ����� ��� �� 
����
�� �� 	�� ������� ��������	�	�
�� ����� 	�� �
	�
�


�������� �� 	�� 
���
� �� 	�� �
�� 
� �

����	 
� ������ ��� ���
 �� ���	����

��� ��������	�� �� 	�� ��
���	 �
���� ��� 	��� �
����	 �� ����
��� �����

 ����� ��! ��� ������	� 	�� ��%������ 
� 	�� ��1 �������� �
�����
����� 	


	�� 	�
 ��������
� ������ 
� 	�� ������ 
���
 ��������� ��� 
����
�� �
�$����	�

��	�� 	�� ��%������ ������� 	�� ������ �� 	�� ����� ��
� 
�� ����� 	
 	�� ���	

����� �� ������ ��� 	
 �
	�
�� ����� �� Xn �� 	�� ��	 
� ������� �
�$����	� �
�

	�� ������	 ������ n� ��� Xn−1 �� 	�� ��	 
� ������� �
�$����	� �
� 	�� ���
�
��

������ n− 1� 	��� Xn ��� �� ��������	�� ��

Xn = Xn−1 +Mn−1 ���&�

����� Mn−1 �� 	�� �
	�
� �
��� ��	�
����� �� 	�� ������� ��������	�	�
� 
� 	��

����� �	 ���	���� n− 1 ��� ��� �� �������	�� ��#��� ��

Mn−1 = {Mn−1
ij | i = 1, 2, ..., L ��� j = 1, 2, ..., K} ���'(�

������ (i, j) ��������	 	�� �
� ��� �
���� �

�����	�� 
� 	�� ��
���	 �
�$����	��

������	�
���� n ���
	�� 	�� 	�����
���� ����� ������ ��� � ��� � ��� 	�� ������


� �
�� ��� �
����� �� ���� ��
���	 �
���� ��������	�	�
�� ������	�
���� )����

	�� 
����
�� �
	�
� �
��� �� �
�� ��
�
����� ��
��� 	�� ����� ��� 	��	����

!*



��� �������	 
����
 �� ��� �� ���� ������ ��������

��� HL1 
������


−150 −100 −50 0 50 100 150 200
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

Subband Coefficient Values

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical PDF

��� ������	�� 
� �
� ��
 �����	�� �

�	 ��
�� �	� ��� 
���
����

������ ��	
 ��
 ��� ����������� ������ �� ������ ����� �������� �� ���� �������
��
 ��1 ������� �� ��� ������� ������������� �� ��� ����������� ������ �����
��� ����� �� ��
� ��� ������� ��������� ������ ���� ���� �������� ��� ������ 
�!������ ��� ��
 ��� ��"������ ������� ��� ��� �������� ��� ��� �������������
����������

	�



������ ��� ��	�
�� ���
������ ������������� �� ��� ������ ����� �
�� �����������

��� ���������� ��� �
�������� �����������

������ ��� ��� �
�� �������� ��� ��������� �� ��� ���
������ ������������� ��

��� �� ��� �������� �� ��� ������ ����� ����� ��	�
�� ���
������� ����
�� ��

��� ���������� �� ��� �������
 ����� ������� ���
������� ��� ��������� �� ���

������ ����� ����� ������� ���
������ �������� � ����� ���� ������ ��� ����

��� �� ���	 !���
��� "���� ����
�� �� ��� ����
��� �� ��� ���
������ ��
������ ��

��� ��#����� �������� �� Xn� ��� ���
������ ��
������ �� ��� ��#����� ��������

�� Mn−1 ��� Mn ������������� �� ��� ���� ������� n+ 1� ��� �� $���� ����� ���

%%& ����� ��'

pm(m) =
νm

2smΓ(
1
νm

)
exp(−| x

sm
|νm), sm, νm > 0 ���((�
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�� �	� ��� �� �	� 
������
�� �������
�� �
 �	� ��

�
� �
��� �
� -./, #�����

yn = xn + εn&� �
� �	��

pyn|xn(yn|xn) = pεn(y
n − xn). #)�0&
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1
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)
exp(−| x
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σ2
w = σ2

ε +
s2mΓ(

3
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)

Γ( 1
νm

)
, ���/0 

((



m4,w = 3σ4
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6σ2
ε s

2
mΓ(

3
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Γ( 1
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)
+
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py|xn(yn|xn)pxn|x̂n−1(xn|x̂n−1).dxn
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pxn|yn,x̂n−1(xn|yn, x̂n−1) = pεn (y
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ε � ��� �� ��������
 �� %$&'

σ̂2
ε =

(
��
���(|HH1|)

0.6745

)2

, (HH1 ∈ Yn) ���&�

�	�
� HH1 �� �	� ��
���� 
����� ������
 �� �	� ��� �� ����
��
 ����� ������


����������� Yn�

(���� �	� ������ ��
������ ����� �� ����
���
 �� �	� ������ ����

��� �� �

����� �	��� �	� �����
����� ����� �� ����
���
 
�
��� �	� 
������ ��
�� �����
�

�
������ �	� ������ ����� ��
 �	� �����
����� ����� �
� ������
 �� �� ��
����#


��� �� ���	 ��	�
� �	��� �� �������� �	� ��
����� �� �	� ������ ������ �	� �����

)*+



������� ��	
��	��� �
	 ��	� ����� ���� ��	 	������	� ����	��
		 ��	
��	��� �
��

��	 �
	����� �
��	� � ����� �	
���� �� Mn−1 �� ������	� �� ����
������ X̂n−1

�
�� Yn� ����� ��	 ���	�	��	��	 �� ��	 ������ ����	 ��� �	���
	�	�� ����	�

��	 ��
����	 �� ��	 ������ ����	 ��� �	 	������	� ��

σ̂2
m =

(
�	����(|HH1|)

0.6745

)2

− σ̂2
ε ,

(
HH1 ∈

{
Yn − X̂n−1

})
�����

��	
	 HH1 �� ��	 ��
�	�� �	���� ������� �� ��	 �	� �� ������� ��	
��	��� ������	�

�� ����
������ ��	 	������	� ����	��
		 ��	
��	��� �	������� �� ��	 �
	����� �
��	

�
�� ��	 ���	
�	� ����� ������� ��	
��	����

����� ��	 ����	� �	��
������ �
����	� �� ����� ��� ��� �� ���� �����	
 ���

�
	��	� ��	 �
���	� �� 	��������� ��	 	������	 �� ��	 ����	��
		 ������� ��	
�

��	���� X̂n� ����� ��	 ���	
�	� ����� ��	
��	���� Yn�

��� ������	 
���
� �������� ������ �
�	��

!�	 �	��
������ �� ��	 ������� ��	
��	��� �� � ���	� �	"�	��	 �� ��	 ��
� �	�

��
��	� �� ����� ��� ��� � ��#	� ��	 	��������� �� ��	 ����	��
		 ������� ��	
�

��	��� �� ��	���� ����	� �
���	� ��
 ���	 
	��
���	 $��	
���� %� ��	 ���	 �������

&���� �� ��� ' () ���	 �
����	� � *����� $��	
 ����� ��	
��	� �� ��	 ��+	� ����

�	� �� ��	 �	���
�� ��
	����� ��
 ��	 	��������� �� ��	 �	����	� ��+	��� ,��	� ��

��	 �
����	� ���	���� �� ��	 ������� ��	
��	���� �� �� ���� �������	 �� ��
���

���	 ���� � ���	 
	��
���	 *����� $��	
 �� ��	 ���	�	� ������ ����� -��� � $��	


��
#� ��
	�� �� ��	 �	���
�� ��
	����� ����� ��	 ������ �
�.	���
�	� �� ��	 ���	�

�	"�	��	 ��� ���� �	�	������	� ��	 ����	������� �� ������ �
��
 �� ��	 ��������

���� �� ��	 $��	
 �� �
�	
 �� $�� ��	 ������� ��	
��	��� ��

	�������� �� ��	

��

	�� ��	 �� ��	 ���� �
��	�

�/(



��� ������ 	�
�� ��� 

 �� ���
������� ���
�� �
 ��� ��
���� 
�� 	��
 ������

�
 ����
�� 
��� ���
������
�
�� 
�� ���
��� ��
���
� 
� 
�� ������
 �
������
 
� 
��

	��
 ����� ������ �� 
�
����� �� ��������� �� 
�� ���
 ���
�
�� �� ���� ��� 
��

���
��� ���
� �� ���
������� �� 
�� �������� 
� 
�� ����������
 �
���� σ̂2
ε �

��� ������ 	�
�� 	��
 ����
��� 
�� 
��� ����
� �
�� ������� �
 ��
���
��


�� ����� 
� 
�� ������
 ������
 �
������
 ����� 
�� ���
 ��������� ��
� ��
��


�� �

�
� 
�����

� ��� 
��� ����
��� 
�� ����������
 ����
� �
��� �����

�
 ����
�� 
���� ��
���
�� ����� 
� 
�� 
������� ����� 
� 
�� ������
 ������


�
������
�

!��
������
�
�"

X̂
0|0
ij = Spatial Estimate,X̂1

ij �#�$�

P
0|0
ij = σ̂2
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��� �� ��� �������	 �
���
��� �
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 �����
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�� ��	���
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 ���
��
���� 
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��
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'
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�� �� ����
��� ��������� ��� 	���
�
�� �� � �
	�� ��&����� ��������	 �� �	�

	
�
�� ��
�� �����
�� ��
�� 
� ����
	���	,

gn = fn + ηn �(�-#

����� gn ��	 fn��� ��� nth ������ �� $�
	� �� ��� ��
�� ��	 ��� ��
������� ���

&������� �������
��
�� ��� �
	�� ��
��� ηn� 
� ����
	���	 �� �� %�������� !.�/

���
�� � ���
���� σ2
η� �
��� ��� �������	 ��
�� ������ g

n� �� ���
���� �� ���

��
�
��
 ��
������� �
	�� ��&������ fn� 
� ������ ���� � ��� 
���� ��
�� ����� 
�

����������	 �� ��� ����
�� 	���
� ��	 ��� ����
�� ��� �� �����
���	 ��

Yn = Xn + εn �(�)#

-)*



����� Yn ��� Xn ��� ��� 	��	 
� �
�	
 ��� �
�	������ ������� �
�������	� ��	����

�����
� εn �	 ��� 	�� 
� �
�������� ���
����� ���� �
�������	 ������ � ��������

σ2
ε � ����� ��� �� �	������� ��
� ��� �
�	
 ������� �
�������	 �� ��� ����
���

������ 	������ ��� � �	� 
� ��� �
��	� �	�����
� � !"� σ̂2
ε =

(
������(|HH1|)

0.6745

)2

�

#�� ��	�������
� 
� ������� �
�������	 
� ����
 �����	 �	 	��������$�� ���

����
������� ��� ��� �� �
����� �	��� ��� ����������� ���		��� %��& ��	�������
�

%	�� '������ (&� )
������ �� �	 ������� �
 �
��� ��� 	����	����� �����������	

������� ������� �
�������	 �	��� 	��� �������� ���
�	� �	 	�
�� �� '������  �

����� �*�	� �����������	 ������� ��� 	������ ������� �
�������	 
� � ����
 �����

��� ��� �
���	�
����� ������ �
�������	 %�� ��� ��+����� �
��	�� 	����&� ,�� xn
1

���
�� � 	������ �
������� �
� ��� �
�	������ ������ n� ��� ��	 ������ �� ��� ��*�

�
��	�� ����� �� ���
��� �	 xn
2 � #���

yn1 = xn
1 + εn1

yn2 = xn
2 + εn2

%-�(&

����� yn1 ��� yn2 ��� ��� �
�	
 
�	������
�	 
� xn
1 ��� xn

1 � ��� εn1 ��� εn2 ��� ���

�
�	� 	�����	�

.����� %-�/& %�& 	�
�	 ��� +
��� ��	�
���� 
������� �	��� ��� �
�	������ �
���

0�����	 ���
����� �
 ��� HL1��� HL2 	������	 
� � �
�	������ ����� ��
� ���

������ ����
 	�1������ #��	 +
��� ��	�������
� ��	 ���� �
����� �	��� � �
��

���		��� ��	�������
� �2-" ����� ��� �� ��	������ �	

px1,x2(x1, x2) =
3

2πσ2
xx

exp

(
−
√
3

σxx

√
x2
1 + x2

2

)
, %-� &

����� px1,x2(x1, x2) �	 ��� +
��� ��� 
� ��� ����
� ��������	 x1 ��� x2 ��� σ2
xx �	

��� �������� 
� ��� ��	�������
�� .����� %-�/& %�& 	�
�	 ��� ��
� 
� ��� ��	������
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���� ����	�
�� 
� �
��� ����� �� ���� �� ����� ��� 
���	���� ����	���� ������	��

�� ��� ��	��� ��� ����� ��

��� ����������� �� �� �������� ��� ���� 
���	����

������������ ����	�
����� �� �
�� �� ����� ��� ����	���� ������	�� ��	� ��������

 �� ���	� ���! �� ��� ����	���� ������	�� �� ��� ���� ����� �"� ��� ��� ������

����	��� ���� �� ���� 	�#����� �� ��� ���� �� ��� ����	�
����� ���� ��	 �������� ���

����	���� ������	���

��� �����	
� �	
�
	��� ��
	�����

$� ���� �������� ��� %������� �	������	 
���� �� ��� &�' ���������� �� ��������

��� �������	�� ������� ����������� x̂n
1 � ��		��������� �� �	��� n� �� ����	�
���  ��

����� ��

��� ���������� �� ��� ��		��� �	���� yn1 � ����� ���� ����	 ��		���������

��	����� yn2 � �	� ���� �� ��� ���������� �	������ (� ��� �	���

yn = xn + εn �
�)�

���	� yn = {yn1 , yn2 }� xn = {xn
1 , x

n
2} ��� εn = {εn1 , εn2}�

 �� &�' �������� �� ��� �������	�� ��

��� ��������� ��� 
� �
������ ��

x̂n(yn) = argmax
xn

pxn|yn(xn|yn). �
�*�

 ��� �+������ ��� 
� ����������� �� 
� �	����� ��

x̂n(yn) = argmax
xn

[pεn(y
n − xn)pxn(xn)]. �
�
�

,-*



����� ��� ���	� �	 �
�
�
 ��� 
��		����

pεn(ε
n) = 1

2πσ2
ε
exp

(
−(εn1 )

2
+(εn2 )

2

2σ2
ε

)
��
��

������� ��
�� �	 ���������� �� 	������

x̂n(yn) = argmax
xn

[ln(pεn(y
n − xn)) + ln(pxn(xn))]. ��
��

�� �� ����� f(xn) = ln(pxn(xn))� ���� ��
�� ��� �� 	����� �� 	������ ��� ���������

��� ��������	 �������� 
yn1−x̂n

1

σ2
ε

+ f1(x̂
n) = 0

yn2−x̂n
2

σ2
ε

+ f2(x̂
n) = 0

��
!"�

����� f1(x̂
n) ��� f2(x̂

n) ��� ��� ����������	 �� f(xn) ���� ��	#��� �� xn
1 ��� xn

2 �

��	#��������
 ������� ��
!"�� ��� $���� 	����%��� ���� ��� �� �&#��		�� �	 '(�)

x̂n
1 =

(√
(yn1 )

2 + (yn2 )
2 −

√
3σ2

ε

σxx

)
+√

(yn1 )
2 + (yn2 )

2
y1 ��
!!�

����� ��� (.)+ 	������	 ���� ���� ��� #�	����� �����	 ��� ���	������� ����� ���

�������� �����	 ��� #�� �� *���


+����� �
, 	���	 ��� #���	 �� ���	 ��������� �������� ��� ��-����� ��.��������	

�� σxx ��� σε
 /�� 	����%��� �������� ��	 � �������� ����0*��� ����� ��� �	��.����

����� �� ��� ���	�0���� ���1�����	 �	 *���
 /��	 	����%��� �������� .�#	 ��� ���

	.��� 	������ ���1�����	 �� *��� ����� 	.������ 	����%��� ��� �����	 ��	�� ��

��� �����	 �� ��� ���	� 	������ ���1����� ��� ��	 �����	#������ #�����


/� �	��.��� σxx� ��� �..������ ������������ ������ ��� ���	� 	������ ��0

�1����� yn1 �	 �����*��
 +�� ���	 �	��.����� �� σxx� � ���1����� 	�� Sn �	 �������

!,�
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����� ������	
 ��	 ���

 ��	���	��
 �� ��	 ��� �	���������� �	��	�	� �� yn1 � ����	

��	 ����� �
 � ���	� 
	��	��	� �� �
 ��
� ��

���	 �� ������	 ��	 ����������� ��������	

�� ��	 �	���������� ����	
� ��	�� Yn−1 ��� Yn+1� ���	�	�� ��	 ������ ������

���� �� ��	 ���	� ����� ���
	 ��	 
����
���
 �� ��	 ��	���	��
 �� Yn−1 ��� Yn+1�

����� ����	
���� �� yn1 � �� �����	�  �	� �� ��	 ������ �� ��	 ���	� 
	��	��	

�
 	
�����	� ��� ��	� 	��������
 ����	�
��	�� ��	 ��
� ��� ��	 �����	 
������

��	���	��
 ����� ��� ��

	

 
������ 
����
���
 �� yn1 � !��
� �� ���	� �� �	�	�� ��	

������ ���� ��
 ������	� �� ��	 �	���� �� ���	�	
� �	��		� ��
 ���� �� ����	
 n

��� n−1� ��	 �	����������
 Sn ��� Sn−1 ������ 	��� �� ��	 ����	
������� ���



��	���	��
 yn1 ��� yn−11 ��	 ���
��	�	�� !�	 �	�� ��
����	 ��"	�	��	 �	��		� ��	

��� �	����
 �
 ��	� ������	� �


#$%(n, n− 1) =
1

25

∑
yn1iεSn

yn−11i εSn−1

|yn1i − yn−11i |. &'�()*

+� ��	 	
�����	� ��"	�	��	 �
 ���
	� ���
 ��	 �� ��	 ���
	 ��	
	�� �� ��	 ���	�


������ ��	�� �� #$%(n, n − 1) < σε� ��	� ��	 ��	���	��
 �� �	���������� Sn−1

��	 ��
� ���
��	�	� ����� ���� ��	 ��	���	��
 �� Sn �� ���	� �� 	
�����	 σxx�

��������
� ��	 ������ �	��		� ����	
 n ��� n + 1 �
 ��
� ��	�,	� ��� �	�	�����

���� ��	 ������ �� ������� ��	 
������ ��	���	��
 �	������� �� ��	 
	� Sn+1

��	 ������	� �� ��	 	
�������� �� σxx�

+� S �	���	
 ��	 ����� �	���������� ����� ������	
 ��� ��	 ����	
������� ��	��

-��	��
 �� ��	 ����	
 n� n−1 ��� n+1 ��	�	 
����-���� ������ ��
 ��� ������	��

().



���� σxx ��� �� ���	
���� ��

σ̂xx =

√√√√(
1

NS

∑
y1iεS

y21i − σ2
ε

)
+

�
����

����� NS ��� ��� ����� ��
��� �� �����	���� 	� ��� ��	��������� S�
��� ������ �� ��� 	������ ������� ��������
 ������	�� �� ��� ����	��� �����

�	���� 	� ��� ������� ���
� �	���� ��� ����	��� �	
� ��
�	� �	��� ������ ��

f̂n = InverseDWT (X̂n). �
�� �

��� �����	
���
� ������� 
�� �	�����	��

��� ������
���� �������	�� �� ��� �������� ����	����
������� �����	�� �����	��


��	�� 	� ����� �� �	���	��� 
����	�� �� ��� ������� �����	���� ��� 
��	
�


� ���������� ���	
��	��! �"#$%! 	� ��������� 	� ��	� ����	��� &	�� �	'����� ����

��(������! �	)� 	�

 �*��! ���� �
����� �#$�! ����
�� �&��! �����
 ��� �%+�

��� ����� ����! ��������� �� ����� �	'����� $,-. ������ ��� ���� ��� �������	���

��� ��(������ ���� ����	�� �
���� �� 
��	�� ����� ����� ��� ������� �� ���� ��

����	�� ��� 	���� %/.0� �� ��� ��������� ��(������ ��� 12 �"! 13 �" ��� �2

�"� ��� ��������� 
��	�� ��
������	�� �� ��� ���� ���
�� 	� ����
��	���� 	�

��� ������� ��
�	� ��	�� ��� ������	��� ����� ����4 
����	�� �����	(�� �	�� �

����4 �	)� �� 5�5� ��� 
��	�� ������� ��� ���	
���� ��	�� ��� ���� ����	��� ���
�

��� ��� ������� ��	�� ���
�6 ��� ���	
���� 
��	�� ������� ��� ���� ���� ���

��
������	�� 
��	�� 	� ��� ���� ��� ��� ������ ��	�� ��(������� ��� /�

����5

������� 	� ���� �� ����
���� ��� 	���� ���
�� ����  ����	� �������

��� ������
���� 	� ��
����� �	�� ��� �7 0��	���� 8���� �0&� 91:;! �7 <..

8���� 91 ;! �7 α���	

�� 
��� �$�#� 8���� 91 ;! �7 =##/> 8���� 9�3;! ���

��2



������� ����	��� �
������� 
���� ����� ���� ��� �	� ����� ������ ��� ������

����� 
���� ���� 
��������� �� ���� ������� ��� �������� ����� �
������� 
 !��

�������	� �"�� ���  !�#�$� ��%� ����� �	��	 ������� �� �	� ��
���� ������&

'��( ������)��)����� ����� 
'*+,� ��� 
����� -�����. ��� ���� �� ������� /��

�	� �
�������� �/ �	� ��0����� �������	��&

$�1�� 2&3 �������� �	� �
����� '*+, 
����� /�� �	� ��0����� �������	��� ���)

���� ���	 �	� ��-������ 	�
��� '*+,� �/ "4 �56 "� �5 ��� �4 �5 �� �����&

$	� �������� �����6 $5 �'6 .����� �� �
����� '*+, ���� �� �	� ����� �/ 2 ��

37 �5 �
�� �	� ��������� ��-������ ��� ����� �/ 4&7)8&2� �5 �
�� �	� ��������

��	����& $	� �������� ����� �� �1�� �� ����� �� �	� ��0����� ��
��� �/ ������ ��

�	� 
���� ��-����� �� ���� �� �	� ��0����� ������� �/ ������& 9� 	�� � ����������
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	��	 ������ �/ ������6 ���	���	 �	�� �������� �� ������
��. ���� �	�� �������� ��

�	� '*+, �������� ���	 �	� ��-������ ���	 ����� ������ �/ ������& :
�� �	��

�������� �� �	� �����)�/)�	�)���  !�#�$� �������	�6 �	� �������� ����� �� �1��

�� ������/��� �� 1. ;4&"� ) 4&7 �5 �� �
�����&

<������ 2&�6 2&7 ��� 2&� �	�� �	� '*+, ���
�� �1������ ����� �	� ��0�����

�������	� �	�� ���������� '!6  �6 ��� =� ��-������ ��������� �� 	�
� �����

'*+,� �/ "4 �56 "� �5 ��� �4 �56 ��������
��.& $	� �������� ����� �����������.

������/���� �	� ������� �� ���� �� ��
���� ������ ������ �
�� �	� /��� �����	 �/ �	�

�
������� ��-������& $	� ������
� �������� �1���
�� /�� �	�  � ��� =� ��-������

�� ���� �	�� �	�� �/ �	� '! ��-����� �� ������� �/ �	� 	��	 ������ �/ ������ ��

�	� '! ��-����� �	��	 ������ �	� $5 �' ����� �� ��� ���. �	� ������� �������

/�� �	� ���������� �/ �	� ����� ����������&

� 
����� ���������� �/ �	� ������� ��������� 1. �	� ��0����� ������ �� ���)

������ �� <����� 2&8 ����� ��� �/ �	� /����� /��� �	� '! 
���� ��-����� �	��	
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