0 R

Acquisitions and

Bibhothéque nationaie
du Canada

Direction des acquisitions ¢t

Bibhographic Services Branch  des services bibliographiques

395 Weliinglon Street
Ottawa, Ontano
K1A ON4 K1A ON4

NOTICE

The quality of this microform is
heavily dependent upon the
quality of the original thesis
submitted for microfilming.
Every effort has been made to
ensure the highest quality of
reproduction possible.

If pages are missing, contact the
university which granted the
degree.

Some pages may have indistinct
print especially if the original
pages were typed with a poor
typewriter ribbon or if the
university sent us an inferior
photocopy.

Reproduction in full or in part of
this microform is governed by
the Canadian Copyright Act,
R.S.C. 1970, c¢. C-30, and
subsequent amendments.

Canada

395, rue Wellington
Ottawa (Ontano)

AVIS

La qualité de catte microforme
dépend grandement de la qualité
de la théese soumise au
microfilmage. Nous avons tout
fait pour assurer une qualité
supérieure de reproduction.

S’il manque des pages, veuillez
communiquer avec |'université
qui a conféré le grade.

La qualité d’'impression de
certaines pages peut laisser a
désirer, surtout si les pages
originales ont éte
dactylographiées a l'aide d'un
ruban usé ou si I'université nous
a fait parvenir une photocopie de
qualité inférieure.

La reproduction, méme partielle,
de cette microforme est soumise
a la Loi canadienne sur le droit
d’auteur, SRC 1970, c. C-30, et
ses amendements subséquents.




Solitons d’ordre supérieur de 1’équation
de Schrodinger non linéaire

Nathalie Stiévenart

Mémoire
présenté
au

Département de mathématiques et statistiques

comme exigence partielle en vue de ’obtention
du grade Maitre &s sciences(M.Sc.)
Université Concordia
Montréal, Québec, Canada

Avril 1993

@ Nathalie Stiévenart, 1993



N 1L
Bl e

Acquisitions and

Bibliotheque nationale
du Canada

Drrection des acquusitions et

Bibliographic Services Branch  des services bibliographiques

385 Wellington Street
Ottawa, Ontario
K1A ON4 K1AON4

The author has granted an
irrevocable non-exclusive licence
allowing the National Library of
Canada to reproduce, loan,
distribute or sell copies of
his/her thesis by any means and
in any form or format, making
this thesis available to interested
persons.

The author retains ownership of
the copyright in his/her thesis.
Neither the thesis nor substantial
extracts from it may be printed or
otherwise reproduced without
his/her permission.

395, rue Wellington
Ottawa (Ontano)

Yoo tues L ofre et e

v e O e e

L’auteur a accordé une licence
irrévocable et non exclusive
permettant a la Bibliotheque
nationale du Canada de
reproduire, préter, distribuer ou
vendre des copies de sa these
de quelque maniere et sous
quelque forme que ce soit pour
mettre des exemplaires de cette
thése a la disposition des
personnes intéressées.

L’auteur conserve la propriété du
droit d’auteur qui protege sa
these. Nila thése ni des extraits
substantiels de celle-ci ne
doivent étre imprimés ou
autrement reproduits sans son
autorisation.

ISBN 0-315-90889-0

Canada



Sommaire
Solitons d’ordre supéricur de ’équation de Schrodinger non linéaire

Nathalie Stiévenart

L’équation de Schrédinger non linéaire (cubique) de dimensions 1 + 1 fait
partie des modéles simples, complétement intégrables, construits pour étudier les
phénomeénes non linéaires. A cette équation est associé un systéme de Zakharov,
Mikhailov et Shkabat [3],[4] qui consiste en un probléme différentiel linéaire ma-

triciel de premier ordre et méromorphe par rapport a un parameétre complexe.

Les multi-solitons sont des ondes non linéaires stables et localisées, solutions
exactes de ’équation de Schrodinger. Ces solitons sont bien connus et peuvent
s’obtenir de la méthode d’habillage avec un nombre arbitraire de pdles simples,

appliquée au systéme matriciel linéaire de Zakharov-Shabat.

Des matrices d’habillage définies comme des fonctions méromorphes avec
un pole unique d’ordre supérieur donnent lieu & un nouveau type de solitons de
’équation de Schrédinger non linéaire. Ce soliton d’ordre supérieur est une solu-
tion exacte. Le calcul détaillé de ce soliton par la méthode d’habillage est présenté
ainsi que des graphiques montrant son évolution dans le temps. Ceci est suivi d’'une
bréve analyse comparative mettant en relief quelques différences structurales entre

les multi-solitons et les solitons d’ordre supérieur.
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Introduction

Faddeev et Takhtajan [2] décrivent le soliton comme suit: ¢’est une solution
localisée d’une équation non lindaire qui modélise des excitations d’énergies finies
et qui se propage sans déformer son profil. De plus, un soliton posséde la propriété
de diffusion des partienles élastiques voulant que lintéraction entre plusicurs ondes

solitaires ne modifie ni leur nombre, ni leur forme.

Une solution de type soliton a é¢té déconverte par Boussinesq (1872) pour
des ondes longues & la surface d’un liquide. En 1895, Korteweg et de Vries, apres
avoir observé des ondes longnes dans un canal rectangulaire, parlent d’un “nou-
veau type d’ondes” et dérivent lenr célebre équation. Clest A Laurent’ev ct A
Fridrikhs qn’on doit la preuve théorique de Pexistence de solitons A la surface d’un
lignide de profondeur finie [7]. Un demi-siécle aprés la publication de Péquation
de Korteweg-de Vries, I’étude du comportement. des gaz plasmas dans les champs
électromagnétiques fait réapparaitre une équation non linéaire du méme type.
L’approche analytigue étant complexe, c’est le développement d’ordinatenrs a
haute vitesse (aprés 1950) qui permet Dlinvestigation d’équations non linéaires.
Ainsi, en 1965, Zabusky et Kruskal observent numériguement. des ondes ayant. la

propriété de collisions élastignes dans I’égnation de Korteweg- de Vries.

La méthode de diffusion inverse étendue & plusienrs équations non linéaires
donne finalement naissance & la théorie des solitons (1967) [8]. Pour les équations
a dérivées partielles non linéaires, cette méthode cst équivalente a celle de la
transformée de Fourier appliquée aux équations a dérivées partielles linéaires. La
méthode de diffusion inverse classique consiste a construire des solntions a partir de
leur comportement. asymptotique. Le calcul présenté ici n’utilise pas I’approche
classique. 1l se base sur la reformulation du probleme de diffusion inverse par

le biais du probléme de Riemann. Cette technique fournit un algorithme pour
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déterminer et solutionner exactement certains systémes localement intégrables.

L’équation de Schrodinger non linéaire décrit les processus ondulatoires non
linéaires présents en optique et en théorie des plasmas. Cette équation universelle
est. dérivée dans le contexte des fibres optiques an premier chapitre de ce tra-
vail. Le second chapitre détaille la méthode d’habillage utilisée pour résoudre
I’équation non linéaire et rappelle le calcul des solutions exactes connues sous le
nom de multi-solitons. Finalrment, les troisieme et quatriéme chapitres appliquent
la. méme méthode pour obtenir un nouveau type de soliton baptisé soliton “d’ordre

supérieur”.



Chapitre premier

Dérivation de I’équation de Schrodinger non linéaire cubique.

L’équation de Schrédinger non linéaire modélise mathématiquement, plusienrs
phénomeénes physiques dont la. propagation nnimodale dans des fibres optiques dis-
persives, non linéaires et sans perte. La dérivation suivante [5] démontre comment,
a partir des hypothéses et des restrictions imposées par la physique de Doptique
gnidée unimodale, il est possible d’obtenir une équation de propagation de base

pour des impulsions courtes dans de telles fibres.

Tout phénomeéne électromagnétique est caractérisé par les équations de

Maxwell. En systeme (mks), ces équations s’écrivent:

"
— aB
VX?=—E— (1.1)
oD
?xﬁ=7f+—67 (1.2)
v-D=p; (1.3)
vV.-B=0 (1.4)

E et H sont les vecteurs de champs électrique et magnétique, D et B sont les
densités de flux électrique et magnétique correspondantes tandis que ._f; et py sont
les densités de courant et de charges présentes dans le milieu. Les fibres optiques
sont. généralement faites de dioxyde de silicium (S:02) vitrifié et dopé. Dans ce

matérian, les charges libres sont inexistantes. Alors,
pf=06t7f=3) (1.5)

Les relations constitutives entre les champs EetH qui se propagent ct. les densités

=g = . , - .
de flux correspondantes D et B qui sont les réponses du milieu penvent s'écrire:
— —

D=ekFE+ P (1.6)
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——-’
oll €g et pg sont la permittivité et la perméabilité du vide tandis que P et M sont
les polarisations électrigue et magnétique induites dans le diélectrique. Le dioxyde

de silicinm étant non magnétique,
~—
M=" (1.8)

L’équation d’onde décrivant. la propagation de la lumiére en fonction du champ
électrique E ctdela polarisation électrique induite P dans les fibres optiques est
déduite en prenant le rotationnel de (1.1) et en utilisant (1.2), (1.6) et (1.7):

2 25
— ?x?: 16'E' o‘P

v “Eem Mo (1.9)

ohec= \/513?8 définit. 1a vitesse de la lumiére dans le vide. La détermination d’'une

_) . - - ’
relation entre P et E est nécessaire pour compléter la description. En général,
,I . _+ . ’ . . .
I'évaluation de P requiert nne approche de mécanique quantique. Toutefois, pour
le cas de I’étude des phénoménes non linéaires dans les fibres optiques, les longueurs
d’ondes considérées sont dans le domaine 0.5 — 2 ym. A ces longueurs d’ondes
correspondent des fréquences optiques loin des fréquences de résonnance du SiO».

Il est. alors suffisant d’utiliser la relation
P =exVE+xDEE +xOEBEF +..) (1.10)
qui décrit la réponse non linéaire de tout diélectrique A& des champs

électromagnétiques intenses.

(M est 1a contribution dominante de ?; ses effets sont inclus a travers le coef-
ficient. de réfraction n et le facteur d’atténuation de puissance qui est considéré

négligeable dans la présente dérivation.



x(? est responsable des effets non linéaires tels que la génération de seconde har-
monique on de “sommes de fréquences”; v est nul pour les moléeules possédant.

une symétrie d’inversion telles que S10;.

¥ est. responsable de la troisiéme génération d’harmoniques, “dn mélange de 4
ondes” (4 waves mixing) et de la réfraction non linéaire; le dernier phénomene
entraine la dépendance de I'indice de réfraction sur lintensité du champ électrique

dans la. fibre optique provenant, de la contribution de x):

Aw, | E[?) = n(w) + na| B|? (1.11)

3
avec ng = Sn(w)xgt)” (1.12)

ot il est assumé que le champ électrique est polarisé linéairement dans la fibre.
(Ceci explique que seule une composante du tenseur d’ordre 4: x® contribue A

lindice de réfraction).

Considérant que les effets non linéaires d’ordre supérienr A trois sont négligeables

pour les fibres optiques, la polarisation électrique induite consiste en deux parties:

P(7,1) = By 0)+ Pa(7,1) (1.13)
ol ?L(?,t) = € /00 xM@— ). _E?(T'*,t’)dt', (1.14)
oo
Pro(7,t) = e /oo YOVt — 1,8 —ty, 1 —ty)
o
E(P 1) E(7 ) B (7, ta)dt1dbydts (1.15)

Les relations (1.14) et (1.15) sont valables dans Papproximation du dipéle

électrique onl la réponse du milieu est locale,

Les équations (1.9), (1.13), (1.14) et (1.15) procurent un formalisme général pour

le traitement des effets non linéaires de bas ordres dans les fibres optigues. En
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raison de lenr complexité, il est nécessaire de considérer les hypothéses simplifica-
trices suivantes pour déduire une équation gouvernant la propagation d’impulsions

courtes dans des fibres non linéaires, dispersives et sans perte:

1 Considérant une fibre cylindrique & saut d’indices, 1’indice de réfraction a
Y q )

généralement le profil suivant:

4"
n _—? coeur
V7 -----ﬁi--- gaine
/ distance
2

Or, pour les diélectriques non dissipatifs, la constante diélectrique est reliée A

P’indice de réfraction par la relation
é(w) = n2(w) (1.16)

ol w est la fréquence du champ électrique dans la fibre. A l'intérieur du coeur,
de méme qu'a 'intérieur de la gaine, le gradient de l'indice de réfraction est nul.

Dans chacune des régions (coeur ou gaine), 'équation de Maxwell (1.3) devient

?:0

-
' E =0 (1.17)

-“

?V-’-—D-)=O<=>
—

<11 <11

- [ ——-) _-) _> . ’
2) Dans les fibres optiques, puisque | P yr| << | P|, P ni est traitée comme

une petite perturbation de P L

3) Le champ optique est assumé de méme polarisation tont au long de la. fibre

de telle sorte qu1'une approche scalaire est valable.
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4) Le champ optique est assumé quasi monochromatique, et son spectre, centré

A. wy, possede une largeur spectrale Aw telle que

AU o1 (1.18)
wo

5) L’enveloppe de l'impulsion est assumée A variation lente: Ia fréquence associde

an profil de 'enveloppe est négligeable par rapport A la fréquence centrale de

P’impulsion.

Dérivation. de ’éguation de propagation conformément aux hypothéses 1) d 5):

Soit lidentit¢ V x Vx B = V(v - B) — V2B (1.19)

L’ hypothése 1) ainsi que la définition (1.13) substituée dans 'équation (1.9) en-
trainent:
— —
V2E—-1—62?=p asz 32PN[,
2oz M Tar TRz

(1.20)

- - . . ’ . . . . ’ .
ou1 P et Py sont les polarisations électriques induites reliées an champ électrigue
par les relations (1.14) et (1.15). Dans D’approximation de lente variation de
P’enveloppe, il est. nécessaire de séparer la partie a variation rapide du champ

électrique en écrivant:
1 .
B(7,1) = SHE(T, et 4 e (1.21)

A~ . - . . (3 Ty —
on £ est le vecteur unitaire de polarisation de la. lumiére et ot E(7,f) est une
fonction A variation lente dans le temps (comparativement 3 la période optique).

. - > ..
De méme, les composantes de polarisation P et P yr peuvent s’écrire:

PL(7,1) = %ﬁ[‘ﬁL(?,t)e—‘wo‘ +ec.cl] (1.22)
B (5 1.5 o= gy —iwgt
Pyr(7,1) = §m[PNL( T, )e " +e.el (1.23)
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En substituant (1.21) et (1.22) dans (1.14), la composante linéaire de la polarisa-

tion est dédnite:

o0
Pr(7,t)=e f Ot — tYE(T, #")etot=O)gy! (1.24)

—00

Soit. la. transformée de Fourier de E(7,1):

~ o0
E(7,w) = / E(7,t)e™dt (1.25)
—0Q
(1.24) pent se réécrire:
B (= 0 [ ~ay, = —i(w—wo)t
Pr(r,t)=— X5 (WYE(T ,w —wp)e o)t dw (1.26)

T J o

ol ;('(zlr)(w) est la transformée de Fourier de xg,-lz)(r) définie similairement 4 (1.25).

Pour les fibres optiques, il est tout a fait justifiable de considérer que la
réponse non linéaire de la polarisation est instantanée. La dépendance temporelle
de x® dans (1.15) peut donc étre approximée par trois fonctions delta §(¢ — #;).

La. relation (1.15) devient,
Pau(P1) = exOE (@ HE(F,H)E(7,1) (1.27)

Lorsque (1.23) et (1.21) sont, substituées dans (1.27), Pyr(7,1) se tronve & avoir
un terme oscillant & wp et un autre 4 3wg. Le dernier terme est négligeable pour

les fibres optiques, ce qui entraine:
Pni(7T,1) = egenE(F, 1) (1.28)
on e, est la contribution non linéaire de la constante diélectrique:
ent =3xS B, D2 (1.29)

Afin d'obtenir Péquation d’onde de 'amplitude & variation lente E(7,1), il est

plus pratique de travailler dans le domaine de Fourier. Ceci est généralement
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impossible puisque I’équation (1.20) est non linéaire avec la dépendance de ey,

sur 'intensité.

Toutefois, pour permettre une approche par transformée de Fourier, ey, sera
considéré constant. Ceci est justifiable car ?N  est une petite perturbation et
I'enveloppe varie lentement. L’équation (1.20) dans laquelle sont substituées les
définitions (1.21), (1.22), (1.23) ainsi que les relations (1.26) et (1.28) entraine

Péquation:

~

VIE(7Tw —wp) + e(W)kIE(7T,w —we) =0 (1.30)

~

ot -E-('i"’,w — wq) est la transformée de Fourier de _E—(T’,t) définie par

—E,‘—(_r'),w —wp) = /oo E(7,t)et(ww)tgy (1.31)
~o0
avec
fw) =1+ xE(w) +ene (1.32)
et
ko= (1.33)

L’équation (1.30) peut étre résolue en utilisant la méthode de séparation des vari-

ables. Soit une solution de la forme:
E(7,w—wo) = F(m,y);i(z,w — wy)etPo? (1.34)

ol F(z,y) est la distribution transversale du champ électrique, A(2,w) est une
fonction variant lentement avec z et f¢ est le nombre d’onde correspondant a. la.
fréquence centrale wq. La. relation (1.34) substituée dans (1.30) permet de dériver

les équations suivantes pour F(z,y) et A(z,w —wyq):

0'F 8'F

PR v [f(W)k2 =B |F =0 (1.35)
2i 5 + (B — B = 0 (1.36)
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. . " s . DA .
(Pour obtenir 'équation (1.36), la deuxiéme dérivée % z’; a été négligée conformément

a I'hypothése 5 de variation lente). Le nombre d’onde 8 peut étre déterminé en
solutionnant ’équation aux valeurs propres (1.35) pour les modes de la fibre avec
les conditions aux frontiéres appropriées sur les composantes tangentielles de F

et H & linterface coeur/gaine (voir [5] pour plus de détails).

La constante diélectrique peut étre approximée par:
é(w) = (n(w) + An)? = n?(W) + 2n(w) A n (1.37)
on An est une petite perturbation:
An = na|E(7 1)) (1.38)

L’équation (1.35) peut étre résolue en utilisant une théorie de perturbation de
premier ordre. Ceci consiste A résondre (1.35) en remplagant ¢ par n2 pour obtenir
la distribution modale F(x,y) ainsi que le nombre d’onde correspondant B(w).
Pour une fibre unimodale, cylindrigue, & saut d’indices, F(x,y) correspond A la

distribution modale du mode fondamental H E;; approximé par la gaussienne:
—(z?% + 12
Fa,y) = exp [“22 L), (1.39)
w

ol & est nn “parameétre de largeur” (voir [5] pour plus de détails)

Dans une théorie de perturbation de premier ordre, An n’affecte pas la distribution

modale F(z,y). Par contre, la valeur propre f est donnée par:

Blw) = Bw) + LB (1.40)

pg o 20 S BnlF (e, y) ey
AJ T, 1F (2, y)Pdsdy]?
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La solution formelle de I’équation (1.20) & 'ordre le plus bas de 1a perturbation

P NI est done de la forme:
1
ﬁ(?’,t) = :'i:-é-{F(m,y)A(z,t) exp [i(Boz — wot)] + c.c.} (1.42)

ot Fi(z,y) est donnée par (1.39) et ot la transformée de Fourier A(z,w — wy) de

Pamplitude & variation lente satisfait (1.36). L’équation (1.36) pent se rééerire:

~

0A

5 (2,0 = wo) = iAW) + AB - fo)A(z,w —wo) (143)

Y - " «qe » . . o . =2 )
(ot 1a relation (1.40) a été utilisée ainsi que I'approximation g — B2 = 26o(8-Po)).
La transformée de Fourier inverse de (1.43) donne P'éguation de propagation de

A(z,t). Soit le développement de B(w) en série de Taylor autour de wy:

Bw) = fo+ (w0 — o)y + 5(w —w0)?Ba + ... (1.44)
on
Brn = (d—w{%)u:wo (1.45)

Les termes cubiques et supérieurs sont géuéralement négligeables conformément,
A 'hypothése de quasi mono-chromaticité utilisée lors de la dérivation de (1.43).

Ceci limite la validité de cette équation aux impulsions de largeur > 0.1 ps.

La. série (1.44) est substituée dans I’équation (1.43) et la. transformée inverse de

Fourier est prise en utilisant:

A(z,t) = -él; /:_ Z(z,w —wp) exp [~i(w — wo)t]dw (1.46)

(durant V’opération, w — wq est remplacé par Popératenr différenticl ¢ 5‘7‘) Il en

résulte ’équation:

0A 0A ., 02A :
-5;(2,1&) = —ﬂl —67(2,11) - -;—ﬂza?(z,t) + 1 A ﬂA(Z,t) (147)
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ot le terme AB inclut les effets non linéaires de la fibre. En substituant (1.38)

dans (1.41), AB peut s’écrire:

wo [Zo, [70 na|F(z,y)|*|A(z,1)|2dxdy

AfB = 1.48
P I T P ) ded? (149
Avec ceci, 'éguation (1.47) devient,
0A 0A i 0%A :
-a—z(z, t) = _ﬂl —éf—(z, f) - Eﬂg—a?-(z, t) + ZY'A(Z, ".')le(Z, f.) (1.49)
oit Y est le coefficient non linéaire:
NaWwo
= 1.
Y Y= (1.50)
Aerr est la “région efficace” du coeur
U S R,y ey s
I T2 1P, ) dady |
Si le mode fondamental est approximé par (1.39)
Ao = T0° (1.52)

ot w dépend des paramétres de la fibre. L’équation (1.49) déerit. la propagation
d'une impulsion optique dans une fibre unimodale o1 f; est le facteur de dispersion
et ott Y est le facteur de non linéarité. Dans le régime de dispersion anormal
(lorsque les hantes fréquences voyagent plus vite que les basses fréquences: §; < 0),
ily a équilibre entre la dispersion et I'effet non linéaire et la. fibre peut supporter
des solitons optiques. Dans le systéme de référence de 'impulsion dont la. vitesse

de groupe est
1

ng = % (1.53)
I’équation de propagation devient:
0A i, 8%A ) 2
E—(z,T) + §B26—Tz-(z,T) =1Y|A(2,T)|*A(2,T) (1.54)
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(apres avoir effectué le changement de variables: T=t- ph2)

L'équation (1.54) est P’équation de Schrédinger non linéaire étudide dans le con-
texte des solitons. Elle est valable pour des impulsions de largeur To >> 100fs

avec wolp >> 1.

Les prochains chapitres traitent de la résolution de I'équation (1.54) par la

méthode d’habillage. Les conventions définies ci-dessous sont, utilisées par [2].

z—t, T—oxz, A,

B2 > —2et Y o —2K (1.55)

L’équation de Schrédinger non linéaire sera donc étudiée sous la forme

.0 o
zéfj(m,t) + b‘% 7, 1) = 2K (1) *b(=, 1) (1.56)

Une solution de type soliton survient lorsque la dispersion est exactement contre-
balancée par ’effet non linéaire qui introduit un décalage en fréquence en chaque
point. de I'onde. La non-linéarité crée donc une anto-modulation de phase qui ne

change pas le profil d’intensité et qui s’oppose a la dispersion anormale(f8z < 0).

Le chapitre snivant détaille la méthode utilisée pour caleuler de tels solitons.
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Chapitre deuxiéme

Méthode d’habillage: notions préliminaires. (références: [1], [2], [3], [4])

La méthode d’habillage a. comme point de départ le fait capital snivant:
certaines équations différentielles non linéaires sont équivalentes & des systémes
matriciels différentiels linéaires surdéterminés. La méthode d’habillage [3] est un
algorithme permettant de construire des solutions & ces systémes linéaires a partir
de solutions déja connues de ces mémes systémes. Typiquement, des solutions

“triviales” (des matrices nulles ou constantes) constituent le point de départ.

2.1 Probleme linéaire auxiliaire et équation de courbure mulle.

Soit. le systeme différentiel linéaire suivant.:

%i:("”*’ ) = Uz, ) F(x,1,))

%i—;‘-(m,t, A) = V(z,t, )F(z,t,\) (2.1.1)

oun U,V et F sont des matrices carrées d’ordre quelconque IN,U et V sont des
polynémes onu des fonctions rationnelles d’un paramétre complexe A avec péles
fixes et F est assumée non singuliere. Ceci définit la forme générale d’un “systéme
de Zakharov-Shabat”. La condition de compatibilité de ce systéme surdéterminé
est P’équation & courbure nulle de Zakharov-Shabat:

&*F O'F

5001 = ot T U= Vet U V] =0 (2.1.2)

Cette derniere équation est viie comme un systéme d’équations aux dérivées par-

tielles satisfait identiquement en A.
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Pour le cas N = 2, il est possible de relier le systéme surdéterminé (2.1.1) avee
I’équation de Schrodinger non linéaire en imposant:

U(r,t,A) = VK (3} %) + %03, (2.1.3)

e (VEWE =, 0 P\, N (
V(-I),t,/\) - 1\/—]_{( 'll)g; —\/fllz)lz) - /\\/I—((’l/) 0) '|" '_,)—(73 (2'11)

R 1 0
on o3 = (0 _1) (2.1.5)

Lorsque ces définitions sont substituées dans ’équation de courbure nulle (2.1.2
q N

elles entrainent. directement 'équation

Ve + Yoz = 2K || %o (2.1.6)

Il faut remarquer que les formes de U et V définies par (2.1.3) et (2.1.4) peuvent.
étre déduites du cas général N = 2 en imposant des conditions d’involution sur le

systéme (2.1.1). Ceci sera. démontré 4 la section 2.3.

Le probléme linéaire anxiliaire (2.1.1) avec une dépendance sur A donnée, ne
posséde une solution unique (U, V, F) qu’a une transformation de jange prés. En
effet, la transformation E’ = GF, ot G = G(=,t) est une matrice non singuliere,
permet d’obtenir, par substitution dans le systéme (2.1.1), un nouvean systeme

linéaire défini par:

oF ~ ~
So(,t, ) = U, t, VF (1)
%@@:,t, A) = V(a,t, NV F(a,1,)) (2.1.7)
ol
U= QUG +G,G! (2.1.84)
V=G6VGl+G.G! (2.1.8b)
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Cette transformation ne change pas la structure méromorphe de U et V en A.
La condition de compatibilité est invariante sous cette transformation de jauge

puisque

Ui—Vet [U, V] =0« U, -V, +[U,V] =0 (2.1.9)

En général, lorsque la transformation de jange dépend de A, la structure polynomi-
ale de U ot V n’est pas conservée. Or, il est possible de déterminer des transforma-
tions de jange, fonctions de A, telies que les structures méromorphesde U et V en A
demeurent inchangées. (Remarque: lorsque le systéme (2.1.1) considéré n’est pas
général mais soumis aux conditions d’invariance donnant lien aux formes réduites
(2.1.3) et (2.1.4), il faut également restreindre la classe des transformations de
jange G(r,t, ) a celle qui conserve ces conditions de réduction.) Toutes les solu-
tions (U, V, F) reliées par de telles transformations vérifient la méme équation de

courbure nulle. Ceci meéne a la méthode d’habillage (référence: [3])

Cette méthode consiste & “habiller” une solution triviale connue du probléme
(2.1.1) par une transformation qui dépend de A mais qui conserve la structure de
U et V. Les solutions non triviales dérivées par ce procédé prodnisent également

des solutions a I'éguation (2.1.2).

Soit. une solution triviale (Up, Vo, Fy) du probléeme (2.1.1) dans le cas oi les
matrices U et V sont données par (2.1.3) et (2.1.4). Up et Vp sont des matrices

constantes dans Pespace et dans le temps:

A A2
Uo(A) = =3, Va(A) = -’-2-03 (2.1.10)

et 03 est définie par (2.1.5).

Cette solution correspond an cas ¥(z, %) = 0. La condition de compatibilité est
évidement. vérifiée puisque

[Uo(N), Vo(N)] = 0 (2.1.11)
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Les équations (2.1.1) pour ce cas trivial donnent la solution
Fo(x,t,A) = exp (Uo(AN)a + Vo(\)t) (2.1.12)

qui est unique & une multiplication a droite ptés par une matrice constante. Il
s'agit maintenant de définir une transformation de jange, fonction de A, préservant

I'équation de courbure nulle (2.1.2).

La. prochaine section explique comment atteindre cet objectif & partir du
formalisme dun probléme de factorisation matricielle analytique appelé probleme

de Riemann.

2.2 Probleme de Riemann.

A premiére vue, les deux parties de cette section n’ont ancun lien avec la
résolution d’une équation non linéairc aux dérivées particlles, Ces sections, qui
traitent dn probléme de Riemann en général, trouvent leur justification dans le

role crucial joué par ce probléme dans la. méthode d’habillage.

2.2.1 Probléme de Riemann matriciel régulier.

Ce probleme s’énonce comme suit: soit G(A) une fonction matricielle d’ordre
N, non dégénérée, définie sur une courbe lisse fermée v de la sphere de Riemann
d’'uin paramétre complexe . 1l s’agit de construire deux fonctions matricielles
non dégénérées G4+(\) et G_()), respectivement analytiques a lintérieur et i

l'extérieur de la. courbe, de sorte que sur « la condition
G+(A)G-(\)=G(X) (2.2.1.1)

soit respectée. La solution, donnée par la paire de fonctions matricielles G+(A), G-(X)

n'est pas unique; la paire G4()\)g et g~'G_(}) est également une solution, ponr
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toute fonction matricielle non dégénérée g, indépendante de A. Pour rendre le
probléeme de Riemann régulier unique, il faut fixer la. valeur d’une des deux matri-
ces recherchées en un point de son domaine d’analycité. Dans la plupart des cas,
la condition de normalisation “canonique” est utilisée: elle consiste a imposer la
valeur unité & A = oco. La solution d’un probléme de Riemann régulier normalisé
est. donc unique puisque toutes paires G4+()), G-(\) et 5+(,\), 5'._()\), reliées par

la condition

G (NG-(N) = G4+(NG_()) = G() (2.2.1.2)

sur la courbe v, permettent de définir une fonction f()) pouvant étre prolongée

analytiquement de 7 a tout le plan complexe:
FO) = G+(N)1C+(N) = G-(N)G-(N) (2.2.1.3)

Par le théoréme de Liouville, une telle foncrion est constante et aprés normalisa-

tion:

fA)=1 (2.2.1.4)

Par le théoréme de Wiener, la résolution d’'un probléme de Riemann régulier est
équivalente A celle d'un systéeme d’équations intégrales singuliéres définies sur le
contour . En effet, G4 (A) et G_()) sont des matrices non dégénérées dans leur

domaine d’analycité respectif. Par le théoréme de Wiener, elles peuvent alors

s'écrire:
G'(\) =1+ %‘—‘_)% (2.2.1.5)
\ . ’ _° q
pour A a Pintérieur du contour et
G-(\)=1+ ?;‘(—u}d/\—ﬂ- (2.2.1.6)

L

pour A & Pextérieur du contour. Ces matrices vérifient la normalisation canonique:

Gi(0) =G (0)=1 (2.2.1.7)
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Soit 4 choisi comme étant 1’axe réel.

Soit les transformées de Fourier suivantes:

G(\)-1= / ” ®(s)eNds (2.2.1.8)

ins ips 2
B(p 2m/ Qyp(s)e d9+/ Q_(s)eds) (2.2.1.9)

Avec le théoréme des résidus, l'intégrale

* gl _ o gite = o
- 27rz(/ Q.*.(s‘)d%‘/o0 du+/ Q_ (e)d‘;/oo“_/\du)
(2.2.1.10)

se réduit aux égalités:

$(u)du _ / Q (s)e*Aods, (2.2.1.11)
oo M A 0

pour ) dans le demi-plan complexe supérieur et,

= ¢lfy)d/\u / Q. (Q)P"\sdq / 0 ( "\"dq (2.2'1.12)

pour A dans le demi-plan complexe inférieur. Sur Paxe réel, la condition:
G (NG(A) = G_(N) (2.2.1.13)

by 12 . 3 7] .
améne ’équation intégrale suivante:

/ <I>(.e)ei’\3d.<s+/ Q+(.9)ei)"d.q/ B(t)etMdt+

~00 0 —00

/ Qi(s)erods + / Q_(—s)e™ds =0 (2.2.1.14)
0 0

La. transformée de Fourier inverse de ’équation (2.2.1.14) s’obtient de la multi-
plication par le facteur 2—1"e“")‘”,m > 0, suivi d’une intégration sur A. De ceci,
résulte

®(z) + ‘/0‘°° Q4 (8)®(r — s)ds + Qy(z) =0 (2.2.1.15)
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gni est ’équation intégrale de Wiener-Hopf pour la fonction 4. Lorsqu’elle existe,
la solution de cette équation résoud le probléme de Riemann régulier normalisé.

L’existence d’une telle solution sera désormais supposée pour tout ce qui suit.

2.2.2 Probleme de Riemann singulier et exemples.

On parle de probleme de Riemann singulier lorsque les fonctions matricielles
d'ordre N G4()) et G_()), définies & la section précédente, possédent un ou
plusieurs zéros dans lenr domaine d’analycité. Une fonction matricielle est dite
avoir un zéro a. A = Ag si son déterminant s’annule a ce point; de plus, la. fonction

inverse possede un péle a A = Ag.

Exemple 1:  Soit G4()) et G_()) des fonctions scalaires analytiques ayant cha-
cune n zéros simples respectivement a Uintérieur (A1, Ag,...,An) et & Pextérienr

(m1, 42y ., ) du contour 4. Soit les fonctions auxiliaires

e on A=
Grn) = £ 1RGO0 (2.2.2.1)
et
Gy = 2= Ng 2.2.2.2)
- _i7=rl/\—/,t,' - (

respectivement, analytiques a 'intérieur et a l’extérienr de v mais sans zéro. La.

condition de normalisation canonique:

G_(c0) =1 (2.2.2.3)
entraine
G_(o0) = 1. (2.2.2.4)

De méme, sur la courbe 4, la condition

G+(NG-()) = G(\) (2.2.2.5)
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a pour conséquence

GL(NC-()) = G(N) (2.2.2.6)

La. détermination de G +(A) et de G ~(A) est. donc un probléme de Riemann régulier
normalisé et se résoud tel q'indiqué & la section précédente. Cet exemple démontre
que le probléme de Riemann singulier normalisé n’est pas unique lorsque la posi-
tion des zéros n’est pas spécifiée. De plus, pour obtenir une solution unique, les
nombres de zéros, définis respectivement a 'intérieur et & l'extérienr du contour

v, doivent. étre égaux.

Contrairement au probléme de Riemann régulier, le probléme de Riemann

singulier est significatif méme ponr le cas trivial on
G\ =1 (2.2.2.7)

Cette condition triviale appliquée au cas scalaire de ’exemple 1 admet des solutions
G+(X),G-()\) qui s'étalent comme fonctions méromorphes dans le plan complexe

entier et qui satisfont & la relation

1

= Em

(2.2.2.8)

Les zéros de G_()\) sont les poles de G(X) et vice versa. La résolution consiste
donc A construire une fonction scalaire analytique et méromorphe a partir de ses

poles et zéros puis & résoudre le probleme de Riemann régulier donné par la relation

(2.2.2.6).

Pour le cas matriciel trivial (G(\) = 1), la. construction d’une fonction ana-

lytique & partir de ses zéros et poles se complique:

Exemple 2:  Soit les fonctions matricielles G4(A) et G_(}), ayant chacune un

7éro unique simple respectivement & A1 et pp, vérifiant les contraintes:

G+ (MG_()) =1 (2.2.2.9)
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cf.

G_(c0) = Gy(o0) = 1. (2.2.2.10)

I s’agit de trouver les formes générales des matrices d’ordre N, G4 () et G_(A),

en posant,
Gr()) = 14 2 (2.2.2.11)
+ — A _ uo X2r/n
ct
Az
G_(\)=1+ X — A (2.2.2.12)

on les matrices A; et A, sont A déterminer. La condition (2.2.2.9) entraine les

relations

Ay = —(Xo — po)P et Ay = (Ao — o) P (2.2.213)

avec P un opérateur de projection arbitraire (P? = P). Les matrices recherchées

ont alors les structiires suivantes;

Gr(N)=1— (—’\/\"—‘Z‘iﬁp (2.2.2.14)
= M0
et
G_(\) =1+ A/\" = ;OP (2.2.2.15)
= D

L’opérateur G4+(Ag) = G-(uo) = 1 — P est également un opérateur de projection.
Les opérateurs de projection sont compiétement. déterminés par leur noyan et par
leur image. L'opérateur P peut donc étre uniquement construit A partir des sous-

espaces

Im (G4+(Xo)) = Ker (P) (2.2.2.16)

et

Ker (G4+(Ao0)) = Im (P). (2.2.2.17)

Exemple 3:  Soit le cas matriciel trivial (G(A) = 1) ot G4(\) et G—(A) possédent,

respectivement n zérossimples 4 Aq,..., Ap et & p1,. .., tn. Lesformes de 'exemple’
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précédent, se généralisent A

/\ — Un

—DPF, 2.2.2.1
— ) (2.2.2.18)

[A S22 Y
GV =(1- A—-; =P (-

et

AL —

(14 2T Hn
G-(N) =+ Pa)oo (14 S+

A /\n

Py) (2.2.2.19)
on Py, ..., P, sont n opérateurs de projection. De plus,
G+(Ak) = Uk(1 — Py)Vi (2.2.2.20)

et,

G-(ux) = V(1 = POUL! (2.2.2.21)

AL — 1 Ak—1 ~ fk—1
U =(1~ pP)..l-—P
k= ( = 1) ( e )
Apaq —
ot V= (1= 2L Bktrp 3 g AnTHnp
/\k — Kk+1 ’\k — Hn (222.22)
sont des mafrices non dégénérées. Les sous-espaces
NOk = Im (1 — Pk)
et
Mor = Ker (1 - Pi) (2.2.2.23)
sont disjoints et coraplémentaires:
Nox @ Moy = CV (2.2.2.24)

Ceci permet. de définir les sous-espaces suivants:

Niy=1Im (G+(/\k)) = UpNgj
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My = Ker (G-(ux)) = UxMox (2.2.2.25)

qui sont. également complémentaires et qui satisfont a:
N My =cV (2.2.2.26)

Le probleme est done de construire une paire de fonctions G4()) et G_(\) de
maniere A avoir

Im (G+(Ax)) = N

et

Ker (G_(ux)) =My, k=1,...,n (2.2.2.27)

Ces matrices doivent étre méromorphes dans tout le plan complexe avec des zéros
et des péles aux points (A, i) 7 = 1,...,n. La condition GL(A)G-(A) = 1
entraine que les poles de G4.()\) (aux points gy, ..., 1s) coincident avec les zéros
de G_(A) tandis que les poles de G_(A) (aux points A;,...,A;) coincident avec
les zéros de G4+(A). La méthode suivante est basée sur ’expansion de G4()) et de

G-()) en fractions o il est commode de redéfinir

x(N) = G_(\) = G3'(\) (2.2.2.28)

et
x T =GN = G4(N) (2.2.2.29)
x(MNx~ (A =1 (2.2.2.30)

L’approche usuelle aux solutions solitoniques [3] suppose dés le départ que les
z7éros et les poles sont tous simples. En choisissant la normalisation canonique
(x(A = 00) = 1), il est. alors possible de développer x(A) et x™!()\) en fractions

partielles:

x(AN) =1+ Z /\—C_%i:\—:, Rang (Q;) = k; (2.2.2.31)
i=1 3
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et

X—l(z\) =1+ Z ——RL—, Rang (R,) = [; (2.2.2.32)
i==1 A Hi
o Q; = Z,‘E?_ et R; = 77,'Y,-+ (2.2.2.33)

Z;,&; sont des matrices rectangulaires de dimensions N x k; et de rang maxi-

mal. 7;,Y; sont de dimensions N x [;. La factorisation (2.2.2.33) est arbitraire
~e ~ l

puisque Z; = Z;g; et £ ;" =g 5? , ou les g; sont. des matiices non singulieéres, con-

stituent une antre base donnant lien aux mémes résidus matriciels. La condition

x(A)x~(X) = 1 avec ’annulation des résidus aux \; et p;, ¢ = 1,...,n, entrainent

les équations matricielles

¢T+TY =0 (2.2.2.34a)
et
at —TtZt =0 (2.2.2.34b)
ol
+ Y+
(&) (v
£+ = :‘ b Y+ = . ]
\&t ) \v:
(i (%
A=|" | zt=|" (2.2.2.35)
\nf/ \ 2}

n n
sont des matrices rectangulaires de dimensions n x N avec N = > ki= > l;. La
=1 =1
matrice I, de dimensions N X N, est constituée des bloes (I';) 4,5 = 1,...,n,

de dimensions k; % l;, donnés par:

Efn;
Ai —

M

Ty; (2.2.2.36)

Par la snite, on supposera que k; = I; = 1Vi = 1,...,n ce qui signifie que tons

les résidus (Q;, R;) sont de rang 1 (les blocs I'y; sont donc de dimension 1). Les
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trois exemples de cette section démontrent que le probleme de Riemann singulier
“trivial” (ie avec G(A) = 1) peut se réduire a4 un probleme d’algebre linéaire.
D’uine maniére plus générale, il est également possible de réduire un probléme de
Riemann matriciel, non _trivial et avec zéros & un systéme d’équations algébriques
et intégrales. Les détails de ce dernier cas sont explicites en [1], mais omis ici. En
fait, la. méthode d’habillage restreinte aux solitons, qui est le sujet de la section

suivante, requiert seulement. le formalisme d'un probléme de Riemann trivial.

2.3 Méthode d’habillage et solitons.

Revenons au probléme linéaire associé de 1a. section (2.1) défini par les équations

O (a4,2) = Ut )F(a, 1, ) (23.1)
%?(m,t, A) = V(2 ) F(z,4A) (23.2)
Ui—Ve+[U,V] =0 (2.3.3)

et & la. solution triviale donnée par

A1 0
Uos(A) = 5 (0 _1> (2.3.4)
N2 /1 0
Vo(A) = - (0 __1) (2.3.5)
Fo(m,t,)\) = exp (Uo(/\)‘r +Vo(/\)f) (236)
Soit nune matrice
G(=x,t,A) = Fy(x, #, ,\)G(z\)Fo"l(:n, t,A) (2.3.7)

définie pour chaque point fixe (x,1) ot G(A) est donnée sur une courbe fermée

de la sphére de Riemann complexe d'un paramétre A,
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Soit également. des fonctions matricielles G4(r,#,\) et G_(z,#,A), définies sur le

parcours <y par

G4 (z, 1, )G _(z,t,A) = G(x,t,\) (2.3.8)
respectivement holomorphes a l'intéricur et a 'extérienr de .

Définissons aussi les matrices

Fi(x,t,A) = GY'(w,1, M) Fo(w,t,\)
Ug(m,t,A) = G'Us(M\)G4 — GGy,

Vi(z,t,A) = GT'Vo(M)G+ — GF'Gy, (2.3.9)
a l'intérienr du parcours et les matrices

F_(z,t,A) = G_(=,t,\)Fo(z,t,\)
U_(z,t,A) = G_UpG-! + G_.G!

V_(z,t,)) = G_VoGZ' + G_,G~! (2.3.10)

a 'extérienr de ce parcours. Les équations suivantes sont vérifiées:

OF4

Bz

OFy
ot

(z,t, X)) = Ux(x, 1, \) Fg(m,t, A)

(2,1, A) = V(2,8 \)Fy(z,t, A)

Uy, - Vi, +[Us. V4] =0 (2.3.11)
tandis que sur la courbe 7:
U(z,t,A) = Uy(z,t,20) =U_(z,t,X)

et

Vi, t,\) = Vi(,t,A) = V_(z,1,)) (2.3.12)

Les fonctions matricielles U(x,#, A) et V(z,t, ) sont globalement définies et. possedent:

la méme structure analytique que Up(A) et V5(A). De plus, il existe une fonction
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matricielle F(z,#, \) vérifiant les équations (2.3.1) - (2.3.3). (U,V, F) représente

une “solution habillée” des équations de courbure mille.
Les solitons s’obtiennent lorsque
GA\)=1 (2.3.13)
et que
x4, 0) = Gy(x,t,))
x(z,t,A) = G_(z,1,)) (2.3.14)

sont définies comme étant des fonctions matricielles & poles fixes. Ces fonctions

sont. globalement méromorphes dans le plan complexe du parameétre A.

La prochaine section traite de la réduction du probléme linéaire (équations
(2.3.1) 4 (2.3.3)) aux solutions déterminées par les matrices U(z,%, ) et V(z,%, )

des équations (2.1.3) et (2.1.4).

2.4 Réduction du probléme linéaire associé.

La réduction consiste A4 imposer des contraintes additionnelles 4 un systéme

matriciel de Zakharov-Shabat général:
%—f—(m,t,,\) = U(x, #, \)F(z, 1, \)
oF
b—f-—(m, t,A) = V(z,t, \F(z,t,X) (2.4.1)

afin de le rendre équivalent an modéle considéré. Le systéme (2.4.1) est invariant

par rapport. aux transformations (2.1.7).

Exigeons de plus que les matrices U,V et F soient fixes par rapport aux

antomorphismes algébriques suivants:
Ut(z,t,)) = —7U(z,t, N7
Vi(z,t, ) = =7V (x,t, )T (2.4.2)
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o U(x,t,)), V(x,1,)) et 7 sont des matrices carrées d’ordre denx avee

;= ((1) -"F) , (2.4.3)

¢ = Signe (K) (2.4.4)

Demandons également que les traces des matrices U et V soient nulles. L'habillage

de la solution triviale du systéme (2.4.1):

U =xUsx™ + xzx"!

V =xVox~ '+ xex ™! (2.4.5)

ot Up(A) et Vo()) sont données par ’équation (2.1.10) ainsi que la condition de

normalisation canonique:
x(00) = x"!(e0) = 1 (2.4.6)

permettent d’écrire les matrices U(z,1, A) et V(x,%,)), respectivement restreintes

A des polynémes de degrés un et deux, sous la forme:

Af1 0
U(z,t, ) = A(x,t) + o (0 _1)

iN/1 0 )
V(m,t,A)=B(m,t)+z\C(m,t)+—é-— 0 _1 (2.4.7)

ot A(x,t),B(x,t) et C(x,t) sont des matrices carrées d’ordre denx.

Avec ces définitions, I’équation de courbure nulle
U -V, +[U,V]=0 (2.4.8)
est équivalente au systéme suivant:

A —B;+[A,B] =0
~C. + o3, Bl +14,€] = 0
[73,C) — [A, 03] = 0 (2.4.9)

29




Les formes spécifiques des matrices U(z, ¢, A) et V(x, %, A), correspondant 4.1’équation

de Schrodinger non linéaire, sont, tirées de ce systéme et des relations (2.4.2), dites

d’involution,
V(e Py LA(L 0
U(rn,t,/\)—\/f(d, 0)+2i(0 —1)
. \/I—{-WI2 "Jz 0 -17;)
V(m,f,,,\)_n/f—(( e _ﬁ|¢|z) "’\‘/I?(d; 0
i1 0
s (0 _1) (2.4.10)

L’involution, caractérisant ces matrices, entraine naturellement. celle de la matrice
d’habillage x(=,#,)). En effet, la solution particuliére du systéme (2.4.1) est définie

par

Fo(z,t,\) = exp (Up(A)z + Vo (A1) (2.4.11)
et. la. solution habillée par
F(z,t,)) = x(z,t, A Fo(z, 1, \) (2.4.12)

Les involutions de Up()) et Vp(A), qui sont les mémes que celles de U(x,, ) et

V(x,t,)), entrainent la relation
Ft(x,t,A) = 7F; Yz, 8, )7 (2.4.13)
De plus, la forme adjointe du systéme (2.4.1) est équivalente aun systéme
E;(TF (2,8, A1) = —(7F " (2,4, \)T)U(, %, A)
%(TFJf(m,t,/\)T) = —(7F¥(x,t, \)7)V(x,1,N) (2.4.19)

D’autre part, le systéme (2.4.1) entraine également

-1
agT (2,4, X) = =F(x,t, YU (x,t,N)
-1
‘92 (.4, %) = —F~(2,4, )V (2,1, %) (2.4.15)
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Par le théoréme d'unicité des solutions d’équations différentielles avee conditions
initiales, les relations (2.4.14), (2.4.15) et (2.4.13) impliquent l'involution de la

solution habillée:

F a4, 0) = 7FT(z,t, \)r (2.4.16)
Finalement, la définition, (2.4.12) est équivalente A la relation:
x 12, 4,2) = Fo(x,t, ) F~Y(x,t,X) (2.4.17)

Cett.e expression, combinée avec les involutions des matrices Fo(x,t,\) et. F'(x,t,X),

donne l'involution de la matrice x(z,%, A\)X:
x Y, N) = (2, 8, M7 (2.4.18)

La derniére section traite du cas oi les matrices d’habillage x(z,1,A) et x " 1(x,%, )
ont chacune n poles simples. Des solitons de ’éguation de Schrodinger non linéaire

sont dérivés avec quelques graphiques.

25 Résumé dn cas multi-solitons. (Référence: [1])

2.5.1 Définition des matrices d’habillage.

Les multi-solitons sont les solutions exactes obtenues lorsque les matrices
d’habillage sont des fonctions méromorphes en A ayant chacune n poles de pre-
mier ordre. D’une maniére générale, ces matrices, qui respectent la condition de

normalisation canonique /2.4.6), peuvent s'écrire
n
zZ;et
Xzt ) =1+ A_-'TE'T (2.5.1.1)
i=1 '

niY;t

2.5.1.
S — (2.5.1.2)

X't ) =1+
=1
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on les Z;,&;,ni,Y; 1=1,...,n sont des vecteurs colonnes non nuls, fonctions de
x ¢t t mais indépendants du parametre A. Ces vecteurs sont arbitraires puisque

les changements de bases définis par

Z;=Zigi, &f=g7'¢ (2.5.1.3)
ni =nihi, YT =hntYT, (2.5.1.4)
o les g; et h; sont des fonctions scalaires de = et # non nulles, : = 1,...,n,

lnissent. les matrices x(z,t,A) et x~1(z,#,)) inchangées. Ces matrices sont celles
de Uexcmple 3 de la section (2.2.2). Rappelons que la condition du probléme de
Riemann trivial:

x(z, 8, )x "Nz, t,A) =1 (2.5.1.5)

ainsi que I'annulation de tous les résidus entrainent les équations algébriques suiv-

antes:
t¢t+TY =0
gt -T2t =0 (2.5.1.6)

o 1, Y1, nt et Z1 sont définis par les relations (2.2.2.35) avec la matrice carrée

I' d'ordre deux donnée par

+..
Iy = il (2.5.1.7)
Ai — 1
La section suivante détermine la dépendance de x(x,#,A) et x1(z,4,A) sur z et

t.

2.5.2 Résolution des équations différentielles.

Ces équations proviennent. de la définition des matrices habillées U(z,#, ) et
V(z,t,A):
U(x,t, ) = xUo(MN)x ! + xzx (2.5.2.1)
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V(z,hA) = xVo(Mx ™" + xex ™ (2.5.2.2)

Uo()) = % ((1) _‘_)1> Vo(A) = %3 ((1] _“1) (2.5.2.3)
Ces relations doivent, étre satisfaites pour toute valeur de A. De plus, les structures
méromorphes en A de U(x,1,A) et de V(z,%,A) doivent étre respectivement les
meémes que celles de Up(A) et de Vp( ). 1l faut done exiger ’anmilation des résidus

reliés anx poles \; et pi. Les équations suivantes sont équivalentes aux précédentes

mais ne contiennent que les ples \;, i=1,...,n:

XUo(A) + xz = U(=,1, A)x
xVo(A) + x¢ = V(z,t, A)x (2.5.2.4)

La substitation de la forme (2.5.1.1) snivie de I'annulation des résidus aux A;

entrainent. les équations

ZEFUN) + (ZigH) = U(N)Zig}
ZiEFVoN) + (ZigH) e = VO ZigF (2.5.2.5)

Les vecteurs colonnes Z; ¢ = 1,...,n sont non nuls ce qui permet de réécrire ce

systeme:

EFUN) + & = (25 2)7' 2 (-2, 6F + U ZitT)

Vo) + & = (21 2:)7 2 (- Zi & + V(i) 2ig))
(2.5.2.6)

Il existe un changement de base du type (2.5.1.3) permettant d’annuler les mem-
bres de droite du systéme précédent. La nounvelle base obéit aux évolutions sim-

plifiées suivantes:
&, = -Ugd (Mt
Ei, = =Vgr (M) (2.5.2.7)

33



Les vecteurs colonnes €; sont donc déterminés en posant
(1) = [ i(®:1) 2
€i(r,t) = (6,-(.7:,75)) (2.5.2.8)

avee les fonctions scalaires

s —
%(#, 1) = 150 exp (GH(z — A1)
0j(m, 1) =bj0 exp (—%(7‘ - T\.jt)) (2.5.2.9)

ot les 6ip et les v sont des constantes arbitraires. Il est possible de réduire le
nombre de ces parameétres en posant gi(x,t) = 8;(,) dans les relations (2.5.1.3),

définissant. ainsi une autre base donnée par:

Ei(z, 1) = <7J'0 exp (i-le(:\-jt - T))) (2.5.2.10)

De la méme maniére, pour obtenir les évolutions des vecteurs colonnes qui com-
posent la matrice x ~(x,#, 1), il fant partir d’équations, équivalentes 3 (2.5.2.1)
et (2.5.2.2), contenant seulement les péles y;. Un calcul semblable an précédent:

donne le résultat snivant:

nj(z, 1) = ("f(i" ’t)) (2.5.2.11)

oj(7,1) = ajo exp (+ip;(pit — x)) (2.5.2.12)
et ot les o jo sont des constantes arbitraires.

Les équations (2.5.2.10), (2.5.2.11) ainsi que les relations algébriques (2.5.1.6):

Yt = _plgt

zt =pt-1pt (2.5.2.13)
on

Iy = f-'i—":z (2.5.2.14)



déterminent. complétement les matrices x(x,%,\) et x 7 '(2,%,\) du probléme de
Riemann trivial singulier avec un nombre fini de zéros simples. La. prochaine see-
tion conclut avec les solutions explicites de 'équation de Schrédinger non linénive

correspondant a ces résultats.

2.5.3 Formules analytiques des multi-solitons.

Le point de départ est I'utilisation de la propriété d’involution de la. matrice

x(z,%, ) dérivée a la section 2.4:

x Y, t, N) = rxt(z, t, )7 (2.5.3.1)

= (é _OF) (2.5.3.2)

Cette condition d’invariance permet de réduire de moitié les fonctions qui con-
stituent les matrices x(=,%,A) et x~1(z,%, ). En effet, les décompositions (2.5.1.1)
et (2.5.1.2) substituées dans la relation d’involution avec les définitions des vecteurs

£; et 7, données par (2.5.2.10) et (2.5.2.11), aménent les contraintes suivantes:

i = X, (2.5.3.3)
ai(z,t) = —evi(z, 1), (2.5.3.4)
Yi(z,t) = (‘gip(ff:;)t)) (2.5.3.5)

¢i(.’l§,t)

A partir de 13, il est possible de calculer la fonction complexe (2, ) en reprenant

Zia,t) = ("‘(””t)) . (2.5.3.6)

la. définition de la. matrice U(z, 1, A):

Uz, t,A) = xUsNx ™ + xzx! (2.5.3.7)
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A
(91)]

+
x(z, ) =1+ Z . ’E (2.5.3.8)

. 77]
Y t,A)=1 ’ 2.5.3.9
X! (mst2) = +Z - (2.5.3.9)

U(z,t,\) = VK (3} f) + ";{ ((1) _°1> (2.5.3.10)

et

Uo(N) = % ((1) _01) (2.5.3.11)

Les développements en puissance de + suivants:
A

x('rf,‘\)—l-l-z: '+0( )

r-'l

x N, t, ) =1~ Z + 6(5 ) (2.5.3.12)

i=1
sont ensuite substitués dans la relation d’habillage (2.5.3.7). Ceci est suivi d’une

identification des termes indépendants par rapport & A. Il en résulte la formule:

WVE(z,t) =) ¢Fi(,1) = Ve ) pi(=.1) (2.5.3.13)

i=1 i=1

on ¢ = Signe (K).

C’est la relation algébrique (2.2.2.34) qui permet de calculer explicitement

les fonctions p;(x,1) en écrivant:

R (2.5.3.14)
ol _ _
Py 71
P o7
= 2 et ¥ = ,2 (2.5.3.15)
Pn Yn
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La régle de Kramer appliquée au systéme (2.5.3.14) donne finalement.

iVEY(x, 1) = %l (2.5.3.16)

oii N est une matrice carrée d’ordre n + 1 définie par

_ (0 ¢
N= (7 1‘+> (2.5.3.17)
avec
1
1
e=|.1{, (2.5.3.18)
1
+e.
rf = b (2.5.3.19)
Ai—Aj
nj = ("‘;71') &= (Z‘) (2.5.3.20)
et,
vi(m,t) = vjo exp (EN;(\jt — x)) (2.5.3.21)

Aux pages suivantes, on retrouve les graphiques de quelques multi-solitons (=, t).
Le troisieme chapitre traite le cas de matrices d’habillage avec un péle unique de

deuxiéme ordre. Comme on le verra, ceci donne lien a un nouvean type de soliton.
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Deux - solitons

psi[-10) psil[-5]
A J\ X x
psi(-1.5] psi[-1.3]

x JIL

psi[-0.5] psi[0)

X X
psil[l] psif[l.5]
M X _/\/\ x
psil2.5] psi[5]
N\ x /\ X
Graphique 2.1
Notation: psi [t] =|¥ (x,t)] Echelles:

Paramétres: A, =0.6+0.631 X =—0.5+0.8451
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psi[-2.5]}
/\l/k x
psi{-1]
m .
psi(0.5]

X
psif2]
JAIN
psifl0}

NN

x==) (-17,17)
psi [ t]-»(0,1.3)



Trois_solitons

psi[-10]) psi(-5) psi{-2.5)
psi[-~1.5) psi{-1.3]} psi(-1]
psi[-0.5) psi[0] psi(0.25]
JJLL x e M

psi{0.5) psil0.

.

o
~J
—

psi(l}

—
/

psi[l.5] psi

A

psi(2.5]

=
—

psi[3.5) psi[51 psi{10]

-
=
—

Graphique 2.2

Notation: psi [t] =|Y(x,t)| Echelles: x =% (-20,20)
psi L t]—> (0,1.5)
Paramitres: A1 =0.6+0.631 Az =-0.5+0.845I A3 =0.35-0.715I
Yio=0- 74041 Y, 5-0.54+0.21 7Y, 5~0.4-0.61
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Quatre_solitons

pc1(-15]) psi{-10} p3i[-5)

MAX M

psi[-2.5]) - psi(-1.3]

psi[-1] - psi[0]

= 1z
=
=

psi[0.5]) psi[l] psi[l.5]

=
=

psi{2] psi[2.5) psi[3.5]}

A,

psi(5] psifl0] psi{15]

A X
Graphique 2.3

Notation: psi [t] =|"¥(x,t)| Echelles: x ==$(-30,30)
psi [ t]—> (0,1.4)
Paramétres: k. =0.6+0.631 Az =-0.5+0.845I A3=0.35-0.715I )¢,=0.42+0.7I
‘Y‘D=0—7+0-4I h(w=-0054+0o21 “{3°=—0.4"0.6I n;0.2—0.31

Lo

=
=

?‘
=



Chapitre troisiéme

Solitons de deuxiéme ordre

3.1 Définition des matrices d’habillage.

Les solitons appelés “solitons de deuxiéme ordre” sont les solutions exactes
obtenues lorsque les matrices d’habillage sont des fonctions méromorphes en A avee
un pole unique de denxiéme ordre. En accord avec la condition de normalisation

canonique (2.4.6) et d’une maniére générale, ces matrices peuvent s’écrire:

ZiF + 2ot 208

Tt =1 d.
x(#,tA) =1+ ——+ WL (3.1.1)
vy} +7 Yyt my+
“HagtA) =14 122 T L 3.1.2
X (T ) A""ﬂl (/\-/11)2 ( )

oules Z;,&,m;,Y; 1 =1,2sont des vecteurs colonnes non nuls, fonctions de = et #
et indépendants du parametre A. A; ety sont des poles fixes donnes. La structure
particuliere des décompositions de x et x ™! choisie ci-dessus permet une factori-
sation matricielle des équations algébriques et d’évolution qui les déterminent, ce
qui en facilite la résolution. Les bases vectorielles sont d’ailleurs arbitraires; en

effet,

+
X(.’L‘,t,)\) =1+ [ZgZ]]A [gi’_] (3.1.3)

_ (A — /\1)_1 0
A=(u—xu” M—Ao”) (3.14)

La matrice A commite avec toute matrice d’ordre et de rang 2 de la forme

_(9(=t) O
G=<h(m,t) g(m,t)) (3.15)

Ainsi, tont changement de base du type
[ZQZ]] —F [ZQZ]]G (3.1.6)
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accompagné de

[€162] — [E1&2]GH (3.1.7)

laisse invariante la forme de x. La méme propriété caractérise également les
vecteurs colonnes qui composent. ™!, De telles transformations seront. appliquées
lors de la résolution des équations différentielles vérifiées par les matrices d’habillage

pour calculer les solutions et pour minimiser le nombre de paramétres arbitraires.

\
A la section suivante, les équations algébriques reliant les vecteurs qui définissent

1

les matrices d’habillage sont résolues. La dépendance de y et x ™' sur z et £ est

omise afin d’alléger la. notation.

3.2 Résolution des équations algébriques.

Ces équations proviennent directement de 'égalité x(A)x~'()) = 1. En
y substituant les définitions (3.1.1) et (3.1.2), les systémes suivants, écrits sous
forme matricielle, sont obtenus par 'aanulation des deux premiers coefficients de

la. partie principale de la série de Laurent de x(\)x~1(\) — 1, développée autour

Zy 2, £+ E’*‘) (X—l(’\) EX:_ll’\l)_

de A = A;:

et antour de X = uy:

(x(ux) %Im ) (’71 '72) <Y1+ Yz:) =0 (3.2.2)
0 x(u1) 0 m 0 Y
; <. 1 Zy 2
Par hypothése, Z; est un vecteur colonne non nul ce qui implique que 0 Z
1

0 Z 1 0 Zl
Le systéme (3.2.1) peut étre simplifié en le multipliant 3 gauche par le produit:

[ Zl Z2 + Z] Zz - 'Zl Z2 *
0 7 0 2z 0 Z
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ce qui entraine les équations:

Erx'(\) =0 (3.2.30)
d

¥ Y IA: +&FxT (M) =0 (3.2.3b)

Or,

+
) =14+ (—2— 4 T o (Yl ) 3.2.4n
X () (/\1 —p1 (A= m)? At —/11) Y, (3:2.40)
et
dx™! 72 2m m

_ _om (Y )
S ((/\1 ~ m)? * A=p)® (M —ux)") (Y+) (3.2.40)

Les équations (3.2.3) peuvent donc s’écrire:

(g;) +T (}Y:) 0 (3.2.5)

ou I est une matrice d’ordre denx définie par:

& n2 + Edm & m
= A= #1 (A —m)? A= (3.2.6)

& n, + m—&l n2 26 m Em  &m
AL 2,\1 - 55 R CYENTT) LI Yy (A —pm)?
De la méme maniére, le vecteir colonne Yy est non nul et la matrice (2 x 2)

+
(? }{,) ) ()}:1 19) posséde un inverse, ce qui permet la multiplication a
2 Y1 2 I

droite du systéme (3.2.2) par le produit:
v, 0 vt vit\ /v, o\1"'
Y2 1 0 Y/ \¥. v

Ceci entraine le systéme simplifié:

x(p1)m =0 (3.2.7a)

d
x(p1)n2 + ﬁlmm =0 (3.2.7b)
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En écrivant.

_&
X(ﬂl):1+(22Zl)( e m=h e ) (3.2.8a)
A T nn
et
dx (_g_';?
m =—(ZZ) | T (3.2.8b)

(m1—A)? + (1 _’,\ﬁz

les équations (3.2.7) deviennent:
(n2m) — (2221)T' =0 (3.2.9)

ou I est la matrice d’ordre denx donnée par (3.2.6).

En résnumé, la contrainte x(A)x ~*(A) = 1 avec deux pdles d’'ordre deux est
équivalente a quatre équations algébriques qui sont les conséquences de I’annulation
des deux premiers termes de la partie principale de la série de Laurent associée a
chacun de ces pdles. Ces équations, définies par (3.2.5) et par (3.2.9) aménent les

solutions algébriques suivantes:

+ +
(}’:}L) = 1! (%) (3.2.10a)

Z;) +-‘(n?>
=T 3.2.10b
(zr nt (3.2.10b)

ounT', quidépend des §;,n; i = 1,2, est supposée de rang maximal. La dépendance

sur v et t des vecteurs §;,n; ¢ = 1,2 est calculée a la section suivante.

3.3 Résolution des équations d’évolution.

Au denxiéme chapitre, la. solution triviale (Up, Vo, Fy) du probléme linéaire
associé A 'équation de Schrodinger non linéaire a été habillée, définissant une

solution non triviale de ce probléme:

F(z,t,)) = x(=,t, \)Fo(x,%, ) (3.3.1a)
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Uz, 4, A) = xUo(AN)x ™" + xzx ™ (3.3.1b)
V(z,t,A) = xVo(A\)x ™" + xex ™! (3.3.1c)

Ces équations doivent étre satisfaites pour toute valeur de A. De plus, les struc-

tures méromorphes en A de U(xz,#,)) et de V(r,#, \) doivent &tre respectivement.

id:ntiques a celles de Up(\) et de Vp()).

Soit les équations suivantes, équivalentes & (3.3.1b) et & (3.3.1c), contenant,

senlement le pole fixe A;:

xUo(A) + xz = U(z, 1, N)x (3.3.2a)
xVo(A) + xt = V(= t, A)x (3.3.2h)

Pour que U(2,1, ) et V(2,t,A) conservent les structures méromorphes de Uy et
Vo, il suffit d’exiger que, dans les équations (3.3.2), les deux premiers termes de
la partie principale d'une série de Laurent (autour de A = \;) du membre de
gauche soient identiques & cenx du membre de droite. De cette contrainte et de la
définition (3.1.1), découlent. les équations anx dérivées partielles qui régissent les

évolutions en = et ¢ des vecteurs colonnes composant la matrice d’habillage x:

Z£+U0(A1) + (Z€+).‘t = U(Ta t, )‘I)Z£+

ZEYVo(A) + (ZEY), = V(x, 1, M) ZET (3.3.3)

on

(%21 Z2\ o+ _ (& &

Z—(o z,)’f _(0 &) (3.3.4)
U-= ( o §)U=(7 W), (3.3.5)
V= ( o B)ve=(0 B (3.3.5h)

La forme factorisée des équations (3.3.3) permet, comme pour les équations algébriques

de la section précédente, de séparer les vecteurs indépendants: €;,7; ¢ = 1,2 des
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vecteurs dépendants: Y;, Z; ¢ = 1,2. Par hypothése, Z est de rang maximal, ce

qui permet. d’écrire le systéme (3.3.3) sous la. forme:

&z +UF(N)E = €[ZTUT(\y) - 211221 2)7!

&+ VE(M)E = E[ZTVH(N) - Z2F12(27Z)! (3.3.6)

Il existe un changement de base du type (3.1.6) et (3.1.7) des vecteurs colonnes,
tel que les membres de droite du systéme (3.3.6) disparaissent, simplifiant ainsi
considérablement les équations différentielles. Pour vérifier cette affirmation, soit
z = £G(m,t), une nouvelle base, avec 2 = ZG"'-l(m,t) on G(z,t), définie par
(8.1.5), est. non singuliére. Il suffit de montrer que le systéme surdéterminé suivant,

~
ui donne ’évolution désirée de £, est un systéme compatible.
q ’

£, +UtOn)E =0

£+ Vot(M)E =0 (3.3.7)
La. condition de compatibilité Z,, = th est équivalente a
[Go¥ (A1), Vo™ (A1)lE =0 (3.3.8)

o1 Uy et Vy sont. définis par (3.3.5). Par hypothese, E = £G(x,1) est de rang

maximal ce qui entraine

[Uo+(/\1),vO+(A1)] =0 (339)
et. done
[Vo(Ar), Uo(Ad)l - 4k [Va(A), Uo(M]Ia, ) _
( 0 d'tVO()\l),Uo(/\l)]'\ ) =0 (3.3.10)

Cette derniére équation est satisfaite puisque les matrices Up(A) et Vp(A), définies
an denxiéme chapitre, ont été choisies de telle sorte que le crochet [Ug()), Vo(A)]

s’annule.
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Les équations différentielles (3.3.7) s'intdgrent trés facilement pour donner

I’évolution:

E(m,1) = exp (—Ugt (A — Vo (M) (3.3.11)

oir £(x,t) a été rebaptisé £(z,1) ot ont

, (gg 5(1)0) (3.3.12)

avec £10,€20, des vecteurs arbitraires. Soit les vecteurs &(m,#) et £ ¢ = 1,2

éo

|

explicitement. définis par:

7z(m’t) Yio
i(z, )= | — io=1 — 3.13
61(7', ) (61(7‘,1‘)) ,610 (61'0) (3 3 )
on v;(x,1) et §;(x,t) sont des fonctions scalaires et o1 v et §;9 sont des nombres

complexes arbitraires. L'équation (3.3.11) entraine les évolutions suivantes:

2

_ _ LA, A
Ti(z,1) = 1o exp [i( Gt~ Soo) (3.3.14n)
NN
61(=,%) =810 exp [i(—zl-m - —2lt)] (3.3.14b)
_ _ e T _ 1,—2 -
Ya(x,t) = Fy(z, £)i( At - 5) + 720 exp [5(/\1t - Aiz)] (3.3.14¢)
5oz 1) = SI(m,t)i('-;; —X1t) + 820 exp [—;—(:\_1.7: ~ %)) (3.3.14d)

Le changement de base suivant réduit de moitié le nombre de paramétres arbi-

traires:
£f(z,1) ___(g<m,t) 0 ) e:f(m,t)) .
(z;(m,t))“ bty g(nt)) & (3.3.15)
ol
_ —ba(z,t
g(z,t) = 61(z, 1) l’h(m’t)EE(Z:f—,t—)i)- (3.3.16)

(on suppose 610 # 0).
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Les veetewrs eolonnes €,(r,1) 1= 1,2, renommés £,(r, 1), sont. alors définis par:

£I("y 1) - (:;l(l’af)) 762("‘7’) — (72((;\’)) (3317)

ol
T (7 1) = Ty oxp i(At — W) (3.3.18n)
bi(x,4) =1 (3.3.18h)
Faola,#) = 7, (2, 1)(Fao -+ 20011 — i) (3.3.18¢)

De In méme maniére, pour obtenir les fonetions composant la matrice x =1, il est
possible de dértver des équations différenticlles dont. le seul pole est puy. Le point

de départ. est donndé par les équations (3.3.1h) et (3.3.1¢) qui penvent se rééerire:
Us(Mx "= a7 =x"1U(, 1, N) (3.3.19a)

Vo(Mx™! = x7 ' =x7V (1) (3.3.19b)

Ce systeme se résond par un ealeul semblable a eelui effectné pour le systeine
(3.3.2) en exigeant 'égalité de part et d’autre des équations (3.3.19) des denx
premiers termes de la partie principale des séries de Laurent antour de A = ;.

Des équations différentielles triviales sont done anssi obtenues pour les vecteurs

indépendants qui composent y 7'

nr — Uo(yr1)np =10 (3.3.20a)

ne — Vo(yuu)p =0 ' (3.3.20b)

o

_(m m
N = ( 0 ) , (3.3.21)

Uo(pn1) 4y To(im) ¥y | .
] —_ d\ = dX\ Tih .92
Ug(n) ( 0 Uolpy) ) Violsn) 0 Volun) (3 5.22)
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L’intégration du systéme (3.3.20) donne Iévolution:

7z, 1) = exp (Up(er)r + Vo g1 o (3.3.23)
ol
— { Mo 7o
= 3-3.24
110 ( 0 7)10) ( )

et 011 119, 29 sont. des vecteurs arbitraires.

Un changement de base final, similaire & (3.3.15), permet de minimiser le

nombre de parameétres arbitraires de x ™! et les vecteurs indépendants sont donnés
par:
miet) = (P ) e = (959 (3.3.25)
ol
o1(z, 1) = a9 exp i(pdt — pyz), (3.3.26n)
az(z,t) = ay(z, ) (ov20 + 21t — ix) (3.3.26h)

avec g, vgp des nombres complexes arbitraires.

L’ensemble des équations (3.3.17), (3.3.18), (3.3.25), (3.3.26) et (3.2.6), (3.2.10)
solutionne le probléme de Riemann “trivial” avec des zéros d’ordre deux tout en

conservant la structure méromorphe de la solution de départ, donnée par Up(A) et

Vo(A).

Il s’agit maintenant d’appliquer ces résultats au modele de Péquation de
Schrodinger non linéaire afin de déterminer explicitement la solution (z,1) de
cette équation, correspondant aux matrices d’habillage définies an début de ce

chapitre.

3.4 Formules analytiques des solitons d’ordre deux.
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Ces formules s’obtiennent aprés un calcul similaire a celui de la section 2.5.3.

La. propriété d’invariance par rapport a l'involution antilinéaire de la matrice
x(=,1,A):
x N, 4, X) = X (x4, A)T (3.4.1)

= ((1) _‘_’6) (3.42)

entraine les contraintes suivantes:

B =M (3.4.3)
vi(m, 1) = —e7(x,1) (3.4.4)
Yi(e, 1) = (‘5%’}?) (3.4.5)

) = p,-(m, t)
Zi(x,t) = (¢g(m,t)) (3.4.6)
La fonction ¢(z,t) de '’équation de Schrédinger non linéaire s'identifie a partir de

la. fonction matricielle U(x, #,)) donnée par

U(z,t,A) = xUs(A\)x " + xax ™ (3.4.7)

oh
x(z,t,A) =1+ Z‘{{i\zl 3 + (/\Z_‘i)z, (3.4.8)
XNzt \) =1+ me\* j anzYﬁ (/\ni}%-:)2’ (3.4.9)
U(r,t, ) = \/f{'(g -‘g) + 5’\; ((1) _01) (3.4.10)

et
UY) = 2 ((1) _01) (3.4.11)
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Les développements en puissance:

Z&F + 25¢¢

T h ) =1
x(z,t,A) =1+ 5

+ 0(;5) (3.4.12)

et,

ZiET + 2,6
A

substitués dans la relation (3.4.7) donnent. la formule

- 1
x Nzt \)=1— +0(7\3) (3.4.13)
iVE(w,1) = $1(z, £)y2(w, 1) + da(m, )71 (7, 1) = Py, 1) (3.4.14)
o1 € = Signe (K).
La fonction pa(,t) se calcule a partir de la relation algébrique (3.2.10b):
2 Ez) t+! (""’72 0)
= T )= 3.4.15
(Pl 8 —en 1 ( )
o1 T est la matrice carrée d’ordre deux définie par ’équation (3.2.6).

La. forme explicite de ¢(x,1) est

_ 4 Im (A)E Im (M) 72 — 72) + nlelm|® - 1))

V)= T Rl = € - (2 Tm ) (341
Y1(7, ) = 710 €xp (iA1(x — Mit))
Y2, ) = (7120 + iz — 2e A t)v1(=, #) (3.4.17)

avec 710,720, A1 des paramétres complexes arbitraires.

3.5 Structure du soliton d'ordre deux et comportement asymptotique.

Pour mettre en évidence la structure de la solution 9(z, 1) il fant considérer

les paramétres réels

6= Re (A)z+ [(Im (A1))” = (Re (A1))7)t (3.5.1)
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et

¢ = Im (M)(x —2 Re (A1)t) (3.5.2)

représentant respectivement, la phase et Paxe du “centre de gravité” du soliton.

Avec ces nouvelles définitions, les fonctions 4;(z,1) deviennent:

71(,¢) = 110€*47¢

et

v2($, ¢, t) = (y20 + =—— + 2 Im (A1)t)71(4,¢) (3.5.3)

Im (,\ )
Il faut distinguer les cas € = +1 ou —1 avec ¢ = Signe (K). Quels que soient les
paramefres, le cas ¢ = +1 est singulier par les nombreux zéros du dénominateur.
Un graphique représentant 'évolution en  lorsque # est fixé de la fonction ¥(x, )

non bornée est présenté & la fin du chapitre.

L’étude suivante du comportement asymptotique de la fonction 3(=,1) n’est

valable que pour € = —1.

1) décroissance rapide: lorsque # est fixé et que || — oo, la fonction tend expo-

nentiellement vers zéro.

2) Structure de deux ondes solitaires: lorsque # tend vers oo, deux “bosses”
d’amplitudes identiques apparaissent et s’éloignent sans se déformer du centre de
gravité du soliton. Pour calculer la position, I’amplitude et la. vitesse de ces bosses,

il est nécessaire d’étudier la limite définie par
[t| = oo, |¢] << |#] (3.5.4)

Avec ces conditions, la norme de la fonction ¢(z,#) peut étre approximée par:

12 Im (M) |y1oleSIE(L + [yiol?e—%)
K[ {Imolte ™€ + 1+ (2 Im (\1))2|y10[2e~2647]

‘¢(¢’Caf)| = (3'5'5)

52




Tes extrémums de cette norme sont définis par la. contrainte:

a |4
52|¢(¢,C,t)| =0 (3.5.6)

équivalente &

(Iv10l%e™% = D)[ly10l*e ™ ~ (2 Im (A1) 2 miol?e™ 2 + 1] =0 (3.5.7)

L’annulation du premier facteur donne la position du minimum correspondant au

centre de gravité du soliton:

In |y10]

Cmin = In |'710| <= Tmin = 2 Re ()‘l)t + Im ('\1)

(3.5.8)

L’annulation du deuxiéme facteur détermine la position des deux maximuns en

considérant les cas

1
1) e7¢ n et 2) e >>1 (3.5.9)

qui donnent:

Cmax 1 = In [t 4 In [Jy10/(2 Im (A}))?)

In [t] + In [ly10)(2 Im (A1))?
Im (/\1)

<> Tmax 1 = 2 Re (/\l)f-l-

(3.5.10)
et
1 |710|
max 2= In —+ In —————
s 2 T (2TIm (\1)?
= Tmax2 =2 Re (M)t 4 —cfln 4 In 000l
Im (A1) |4l (2Im (M) 3517

La distance asymptotique entre les denx maximums est une fonction logarith-

mique:

1
Trmax & ———— |44 In (2 Im (A 3.5.12
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tandis que la différence des vitesses asymptotiques est inversement proportionnelle

at
d 2
Av=—Azz. 2 — 3.5.13
"= a2 o O (8:5.13)

Finalement, 'amplitude des deux bosses asymptotiques est la constante:

) [Im (A;)|
x = — 3.5.14
im (8, Cmax 1,2)] T (3.5.14)
et 'amplitude dvt minimum tend vers 7éro:
Hm  |(¢, Cmin) = O (3.5.15)

[t}—o0

Ces caractéristiques complétent I’étude du soliton obtenu pour des matrices d’habillage .
avec un pole unique d’ordre deux. L’évolution d'un soliton de ce type, en fonetion

du parametre ¢, est illustrée a la dernitre page du chapitre.
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Soliton singulier d ordre deux

psi{0]}

25 r

20 f

15 f

10 }

1 - " A 1 " b,

-6 -4 -2

Graphique 3.1

Notation: psi [t] =|Y(x,t)|
Paramétres: A, =0.3I

’Y,°=0-13+0-251 r(t;-o.34+o.151
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Solitons de deuxieme ordre

psi[-500] psi[-25)
J\b\x /\/\ X

psi(-10} psi(-8])

psi[-5] psi[-2.5]
/‘J\\ . ﬁ/{\/\ .

psif2.5] psi(5]
JL x // x

psi{l0]} psif15]}
JIN N
Graphique 3.2

Notation: psi [t] =|¥(x,t)| Echelles: x-(-30,30)
psif_‘t]—)(0,0.G)

Paramétres: At =0.31
~,o-0-13+0.25I 'fz;-o.34+o.151
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Chapitre quatriéme

Solitons d’ordre supérieur

Ce chapitre est une généralisation du précédent an cas on les matrices d’habillage
sont. des fonctions méromorphes en A avec un péle unique d'ordre n, n étant
un nombre entier quelconque. Une décomposition vectorielle, permettant une
résolution facile des équations algébriques et différentielles vérifiées par les matri-
ces d’habillage, est choisie. Des solutions de ’équation de Schrodinger non linéaire,

de type soliton, sont obtenues avec des graphiques.

4.1 Définition des matrices d’habillage.

Soit. les matrices d’habillage suivantes:

Zi-jri€}
x(z, 1, ,\)_1+ZZ(2_]),J__1),(/\ Ty (4.1.1)

i=1 j=1

— }: i i— i Y.'"

X 1 r =14 E Ni—j+1 ]

-ﬂ,t,A — 1 . . . " 1.1.2)
( ) i=1 j=1 (2 .7)!(.7 - 1)!()\ - /1,1)"“ +1 (

Ces fonctions matricielles se conforment & la normalisation canonigue (2.4.6). Les

vecteurs colonnes Z;, €, 7, Y; ¢ = 1,...,n sont supposés non nuls et dépendent,

seulement de z et . A; et p; sont des péles fixes donnés d’ordre n.

x(z,t, A) peut se réécrire:

x=14+(ZnZpn-1...21)A | . (4.1.3)
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o1t

n~1 - -1 7
G Do) 0 0 0

Ca72A=M)"1 Cer'a-aT!

4 (n—2)!1 ; (n---l)!1 0 0

A=1G0-A0) r0-A)"? CpT A=) ! 0
(n—3)! (n—-2)! (n—-1)! tre

CAO-M)™"  CLASA)"H GIO=A)TR CRniA=a)!

] OLoz J u ul) «d 2!1) ‘(n—l')_'!l ]

(4.1.4)
est une matrice carrée d’ordre n, triangulaire. Les vecteurs colonnes de x(z,%,))

sont donc unigues au changement de base pres:

(ZnZn—l e Zl) — (ZnZn—l oo ZI)G

(E162...€n) = (E162...62)GT (4.1.5)

o1 G est une matrice carrée d'ordre n:

" g1(, 1) 0 0 e 0 1
0 gi(z,t) 0 0
c=| O 0 gifst) 0 (4.1.6)
0 0 0 - 0
Lga(.r, #) 0 0 cor gi(a,t)

et o1 gy(x,t), ga(r, t) sont des fonctions scalaires arbitraires avec g;(2,#) non nulle.

Toute matrice de cette forme respecte la condition

(G, A} =0 (4.1.7)

et laisse la matrice d’habillage x invariante. La matrice ™! possede également
cette propriété d’invariance pour tout changement de base du typc (4.1.5). La
section suivante donne les équations algébriques vérifiées par les vecteurs colonnes

des matrices d’habillage.

4.2 Résolution des équaticns algébriques.
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L’annulation de tous les coefficients de la partic principale des séries de Lan-
rent, autour de A; et de p; du membre de ganche de Péquation xy(A)y~Y(\) = 1

entraine les systémes algébriques suivants:

2687 (M) =0 (4:2.1)
RunY* =0 (422)
ol
C8z, C{z, ... Cy} 7'z,
1 -1
z=| 0 Cizx ... C7 ' Zn, , (4.2.3a)
0 0 .. C"Tlz,
Coef Coed ... ik
1+ —let
£+ = 0 Ci&y ... Ci & , (4.2.3b)

0 0 ... Croiegt
COx~'(\1)  Ci3X|n, ... Co_l"‘zd,\ﬂ—f‘I'\n

n— n-2.-1
A_l(/\l) = 0 CIX 1(’\1) C ld_d_ATX.i—lf\l (4.2.3(‘.)
0 0 e CPTIO)

et ot 77, YT, {(¢1) sont définis similairement & Z, &1, g 71();). Par hypothése, les
vecteurs Z; et Y; 4 = 1,...,n sont non nuls. Ceci implique que les matrices
rectangulaires Z et Y sont de rang maximal et que les matrices carrées (Z12)
et (YY) sont non dégénérées. Le systéme défini par (4.2.1), (4.2.2) peut étre
simplifié en multipliant & gauche la premiére équation par (Z+Z)~'Z* et en mul-
tipliant & droite la seconde équation par Y(Y1Y)™!. Les nouveaux systémes sont,
done

e () =0 (4.2.4)

)y =0 (1.2.5)
Or, la. matrice d’habillage x~!(\1) peut s’écrire:

-1 '/\ i-n—1 ! i/\l _ i—-1-1 +
x"Y(M) = 1+(Z”( ‘1), 1)_ DY ”(f_ 1)!’(‘;)_ o )Y (4.2.6)
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o1

Y,I
7 - Yf (4.2.7)
v
Alors,
SN R T 7 CYRR™
"ZzT\k—'*"(“l)k(; G-DI1=D(n-2)
L (14 k= )iy — )R ot
2( (i—1)!?n(_11)!€11)-i)! ¥ (4.2.8)

Le systéme (4.2.4) combiné avec les expressions (4.2.6) et (4.2.8) est. équivalent, a:
+ +
T +E£A0Y =0 (4.2.9)

ot A(M) = (ai5(A1)) avec

nej+1 . i—1
= 2 (1_1)!(j-1(;(:1.—13—;Q!Z;E(—All)'—m)"ﬂ‘""f*‘ (4210
&
A 5:; (4.2.11)
&
o oot 0 . 0
fr=| G& cg .0 (4.2.12)

Colet o, .. Crnied
De la méme facon, il fant exprimer la matrice d’habillage x(u1) sous une forme
similaire & (4.2.6) et la substituer avec ses dérivées dans le systéme (4.2.5). Ce

systeme devient ainsi:

T+ ZB(u)p =0 (4.2.13)

on B(py) = (bij(u1)) avec

" (n+4 - i = DIgH(=1)

i) = ; =D = Dln <1 =1 + Vl(ay = Ag)Hi-1= 1

(4.2.14)
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-—)
T =(mne...omh Z =(2122...2,), (4.2.15)

et o .
0 1 n—
CD m CO m ... CO n

n = 0 Cim ... Cl"—ln,,_l

(4.2.16)
0 0 ... CI'lin
A partir de (4.2.9) et de (4.2.13), il est possible de séparer les différentes com-

posantes et d’obtenir les solutions algébriques:

+ +
Y =-r'7¢ (4.2.17)
Z = -7r! (4.2.18)
onu
I =£YA(N) (4.2.19)
T = B(u1)n (4.2.20)

~
Les matrices I et " sont des matrices carrées d’ordre n, non singuliéres et qui ne
dépendent que des vecteurs indépendants £;,7; ¢ = 1,...,n. La résolution des
équations différentielles, déterminant 1'évolution dans le temps et Pespace de ces

vecteurs colonnes, est effectuée A la section suivante.

4.3 Résolution des équations d’évolution.

L’habillage des matrices Ug(A) et Vo(A) du probléme linéaire associé, défini

an deuxiéme chapitre, donne les systeémes différentiels suivants:

xUo(A) + x: = U(=x,t,A)x (4.3.1a)
xVo(A) + x¢ = V(x,t, M)x (4.3.1b)
Us(Nx™ ! = x7' = x71U(x, 1, 0) (4.3.2a)
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VoMx P =xrt =x" V(1 N) (4.3.2b)

on les systemes (4.3.1) et (4.3.2) possédent respectivement un péle unique d’ordre
n A Ap et a py. Pour dériver ’évolution des vecteurs colonnes, il suffit. de substituer
les déconipositions (4.1.1) ¢t (4.1.2) dans les systémes ci-dessus et d’exiger 'égalité,
de part et d’autre des équations, des parties principales des séries de Laurent
développées autour de A = A; et A = u;. Le résultat prend la forme de deux

systémes de 2n équations résumés sous les formes factorisées suivantes:

ZETUG( A1) + (2ZEF), = U(a, b, M) ZET

ZETVo (A1) + (2ET) = V(z,t, M)ZET (4.3.3)

Up(uan Yt = (Y1), = YT U(z,t, 1)
Vo(p)n Yt = (Y ) =YV (z,t, 1) (4.3.4)

oit les matrices Z,{1, 7, YT ont été définies & la section 4.2 tandis que

[CU, Cidh . co-l——-nd;;,.:‘{
m—1d" "4,
Up=| 0 Cllh ... CT7 55, (4.3.5a)

L0 0o ... ":‘Uo
3 a4V -1 d" lV

— n2
Vo 0 Ci% ... CT "szn—"? : (4.3.5b)

. 0 0 .. CRZ Vo
avec U et V définis similairement. Le fait que Z et Y1 soient de rang maximal
permet de rééerire les systémes (4.3.3) et (4.3.4) de la maniére suivante:

€+ UoT(M)E = E(ZYUT(\) - 2])2(24Z) ™!

&+ Vot (AM)E =€(ZTVH(\) - 2,221 Z)™ (4.3.6)

e — Uo(p)n = —n(YF + YTU(u)) V(YY)
ne— Vo(p)n = —n(¥ + Y V(u ) Y(YY)~! (4.3.7)
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Des changements de bases de la forme
€= EGDT, Z2-2(6)
n—-n(Gy)*, Y-Y(@G)™ (4.3.8)

ot G1(z,1) et Ga(z,t) sont données par (4.1.6) permettent d’annuler les membres

de droite des systémes (4.3.6) et (4.3.7).

L’existence de telles transformations est garantie par la. compatibilité des

[d 3 ron.l ’
équations désirées:

£ +UpgT(M)E=0

&+ Vot(A)E=0 (4.3.9)

Nz — Uo(u1)n =0

ne — Vo(ui)n =0 (4.3.16)

En effet,
Ezt = Etz === [Vo(l\l),UO(/\l)] =0 (4.3.11)
Mot = Ntz <= [Vo(p1), Uo(p1)] = 0 (4.3.12)

ol
CVo,Us] CA&[Vo,Us] ... CF ' Be=tiVo,Uol
— n-2

[Vo, Uo] = 0 CiVo,Uo) ... CPI'-E={Vo,Uy) (4.3.13)

0 0 ce. CEZI VA, U
La compatibilité des systémes (4.3.9) et (4.3.10) est. donc assurée puisque Up(A)
et Vp()) ont été choisis de maniére 4 ce que le crochet [Ug(X), Vo(X)] s'annule pour

toute valeur de A.
L’intégration des systémes (4.3.9) et (4.3.10) donne les évolutions:

E(z,1) = exp (-UF(A)z - VEQ)D, (4.3.14)
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n(z,t) = exp (Uo(p1)x + Vo(u1)t)mo (4.3.15)

on
Cgfx,o 0 e 0
§ = | Ciéuo Cifip ... 0 (4.3.16n)
et n—1
anl,o C&?]g,o e CO . Mn,0
o = 0 Cimpo - Ci 'fn-1p (4.3.16b)

0 0 cen C::ll 71,0
sont. des matrices complexes arbitraires constantes tandis que f (=, 1) et n(x,t) sont

définis respectivement. par les équations (4.2.12) et (4.2.16).

Sait,
o= (700
. (}:0) (4.3.17)

onyi(x,1),6i(=,t) i=1,2,...,nsont des fonctions scalaires tandis que v; 9, 60 ¢ =
1,...,n sont des nombres complexes arbitraires. L’évolution des fonctions scalaires
est déterminée en substituant les définitions (4.3.17) et les définitions de Ug(A1), V(A1)

dans 'équation (4.3.14). Il en résulte les expressions suivantes:

P viek+1,0(i — 1)!
*r.-(.r,t)=kX=:l k (2_1_ k’;;“(lk"_l)! : (4.3.18)
i—1)!
8i(x,1) = Z B 1 ‘;’;:’(‘k"f 1),1) (4.3.19)

t=1,2,...,n
avec les définitions:

]l( ib)i=2k2(51)k-1, ~iha
Z (J — 2k +2)/(k —1)!2"-1 ’

(4.3.20)
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Z j'(lb)"_zk+2(—-zf)k 1 l\l(l

e (J =2k + 2k — 112817 (4.3.21)

i=1,2,....,n—1
B = (43.22)
Py = e, (4.3.23)

ol [J—'ztz-] représente la partie entiére de 1—';—2-

L’ensemble des éynations (4.3.18) — (4.3.24) et des équations (4.2.19), (4.2.20)
résoud le probléme de Riemann “trivial” singulier avec des zéros d’ordre n. Il est
superflu de calculer explicitement ’évolution des vectenrs 54,7 = 1,...,n pnisque

la relation d’involution (2.4.18) relie les deux matrices d’habillage.

La section snivante donne la forme explicite des “solitons d’ordre supérieur”

de ’équation de Schrédinger non linéaire avec quelques graphiques.

44 Solitons d’ordre supérienr et formule analytique.

Le calcul de la fonction soliton d’ordre supérieur est semblable & celui des
p

sections 2.5.3 et 3.4. La propriété d'involution de la matrice x(z, 1, \):

Xz, 8, X) = (w1, A)r (4.4.1)

10
'r=(0 _F) (4.4.2)

entraine les relations suivantes:

p1 = Ag, (44.3)
ni(z,t) = (_Z’&:),O : (4.4.4)
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— p'(.‘l),t)
Yi(=,1) = (——e{ﬁj(m,t)) (4.4.5)
on
(o f) = Pj(m,t))
Zi(x,t)= (q&j(m,t) (4.4.6)
pour j=1,2,....n

Lafonction 3(x, 1), solution de’équation de Schrédinger non linéaire, s’obtient

a partir de la définition de la matrice U(xz, 1, ):

U(z,t,A) = xUs(N)x ™ + xzx ™" (4.4.7)

ol n i +
x(z,t,0) =1+ Z:l ; e fu;;'t\ﬁi e (4.4.8)

Lyt
x "\ (@,1,2) = 1+;§ TG "'"1’)’;(1;,’_ Sy (449)
U(z,t,A) = \/I—{(z %) + é'\{ ((1) _01> (4.4.10)
ef

Us(\) = % ((1) _01) (4.4.11)

Les développements en puissance:

Zn-jna€]
x(z, ¢, ) = 1+/\Z =G ’) (,\2) (4.4.12)
ot
-1 - _ _l - Zn—j-i-l{j
X't A) =1 A;(n_j)!(j_ o 0()\2) (4.4.13)

avec la relation (4.4.7) entrainent la fonction suivante

e R W P
P(,1) \/ff;(n—j)!(j—-l)! (4.4.14)
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Il ne reste qu'a dériver les formes explicites des fonctions @;(.x,#) & partir de la

relation (4.2.17). La régle de Kramer, appliquée an systéme:

Y —
' =¢é (4.4.15)
on
T = z (i -1t n—z]fl (n+ & — § = DD (it 470 — €ig1-181)
PTGk - & (=G - D ==+ DR, — A)rk=i=it
(4.4.16)
$1 61
— ng —) 62
=] |.d=]. (4.4.17)
$n n
et
e = signe (K) (4.4.18)
donne finalement la fonction v (z,1)
¢t det N
T, 1) = —— = 4.4.19
Y = R G @ (4.4.19)
o1 N est une matrice de dimensions (n + 1) X (n + 1):
0 *
N=—> =< 4.4.20
( s T ) ( )
avec _
61 ¥o/(n— 1)1 -1)!
§
T=17 1, 2= 3/m-iG -1 (4.421)
bn 71/ (1. — n)l(n — 1)!

En conclusion de ce chapitre, les graphiques des pages suivantes montrent ’évolution

de solitons d’ordres trois et. quatre en fonction du parametre ¢, pour le cas e = -1,
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Solitons de troisieme ordre

p=i(-500]) psi[-100] psi{-25])
psi{-20]} psi[-15] psi{~-10]}
/\/\ x //\/\ x /\/\/\\ x
psi[-8]) psi[~6.5] psi[-5]}
/\/\/\'\ x J\/\/\/\ % /\/L —x
psi[~2.5]) psi[0] psi[2.5]
l

| % K\ % /\/\\ %
psil5]) psi[7.5] psi{l10])
//VL x //VK < //V\ N
psi(15] psi(30} psi[50]
SN M S

Graphique 4.1
Notation: psi [t7) =|¥(x,t)| Echelles: x —y(-40,40) psi [t]—>(0,0.8)
Paramétres: A =0.3I
' T N,=0.13+0.251 "5-0.34+0.151 V¥3,=0.26-0.411
8,5=-0-23+0.15I §£,,=0.3-0.2I §, =0.1+0.41
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Soliten de quatrieme ordre

psi[-100]) psi[-25) psi(-20])
S N M
psi[-15] psi[-10]) psi[-8)
/\/\/\/\\ % ) /\f/\\ x /\/\\& %
psi(-5] psi{-2.5] psi(0}
/\fﬂlk& X X /\/‘A X
psil2.5]) psi[7.5]) psi(10]
/\/fl\z\ X _/‘/v\’\ x J‘/\/\/\\ %
psi[15] psil30] psil[70])

AN At AN AN

Graphigue 4.2

Notation: psi [t] =|"¥(x,t)| Echelles: x —3»(-40,40) psi [t]—» (0,0.9)
Paramétres: Ay =0.3I
~i0=0.13+0.251 Na=-0.34+0.151 'fn—'O.ZG—O.J" «45-0.254-0.21
§10=-0.23+0.151 §,50.3-0.21 §,50.1+0.41 p,5-0.4-0.11
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Conclusion

L'objectif principal de ce travail était d’introduire un nouvean type de soliton
de P’équation de Schrodinger non linéaire. Je concluerai avec un résumé de quelques

caractéristiques de cette onde non linéaire baptisée soliton d’ordre supérieur.

L’ordre correspond an nombre de “bosses asymptotiques” caractérisant la
norme du soliton. Ces bosses sont toutes de méme amplitude. L’analyse plus
détaillée du soliton d’ordre deux montre I’existence d’un point central, animé d’une
vitesse constante, par rapport anquel les maximums asymptotiques se déplacent
dans des directions opposées avec des vitesses inversement proportionnelles au
temps (les vitesses asymptotiques tendent done vers celle du point central et la
séparation entre les maximums asymptotiques est une fonction logarithmique en
#). Ceci est & comparer avec la norme asymptotigne d’un multi-solitons car-
actérisée par des bosses dont les amplitudes ef les vitesses sont indépendantes
et généralement différentes (ainsi, la séparation entre les bosses asymptotiques est

une fonction croissante, linéaire en ).

Il faut. mentionner que des solitons d’ordre supérieur existent pour d’autres
systémes complétement intégrables. Ces solitons peuvent s’obtenir de la méthode
d’habillage & partir des équations générales de Zakharov et Shabat accompagnées

des réductions appropriées.

Les solitons d’ordre supérieur présentent nn intérét en tant que nouveau type
d’onde non linéaire stable. A ma connaissance, ces solitons n’ont pas encore été

observés on générés dans les fibres optiques.
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