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Résumé

Actions localement analytiques et application aux représentations
associées à des formes surconvergentes

Félix Houde

L’objectif de ce mémoire est d’expliquer la preuve d’un théorème de Pan selon lequel
les poids de Hodge-Tate-Sen d’une représentation associée à une forme modulaire p-adique
surconvergente de poids k sont 0 et k − 1. La preuve repose sur la notion d’action loca-
lement analytique d’un anneau sur un espace de Banach p-adique. On montre que l’action
d’une certaine algèbre, appelée algèbre de Hecke, sur certains espaces de formes modu-
laires surconvergentes est localement analytique. Cela nous permet de déduire les poids de
Hodge-Tate-Sen des représentations associées aux formes surconvergentes d’un résultat de
Faltings sur les poids pour les représentations associées à des formes modulaires classiques.
L’outil principal de la démonstration est la construction des faux invariants de Hasse par
Scholze, dont l’existence suit de sa construction des courbes modulaires perfectoïdes et
des morphismes de périodes de Hodge-Tate. Les faux invariants de Hasse commutent avec
l’action de l’algèbre de Hecke et nous permettent de réduire l’étude de certains espaces de
formes modulaires surconvergentes à l’étude d’espaces de formes modulaires classique.
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Chapitre 1

Introduction

Un objectif central de la théorie algébrique des nombres est de comprendre les exten-
sions algébriques de Q. Par la théorie de Galois pour les extensions infinies, cela revient à
comprendre la structure de groupe topologique du groupe de Galois absolu Gal(Q/Q), le
groupe des automorphismes de corps de Q. En effet, on peut munir GQ := Gal(Q/Q) de
la topologie de Krull, induite par l’isomorphisme d’anneau

GQ−̃→ lim
K/Q finie et galoisienne

Gal(K/Q),

où le morphisme GQ −→ Gal(K/Q) est le morphisme surjectif de restriction σ 7−→ σ|K ,
et où on munit chaque Gal(K/Q) de la topologie discrète. Alors, par le théorème fonda-
mental de la théorie de Galois, les extensions algébriques Q ⊆ K ⊆ Q sont en bijection
avec les sous-groupes fermés de GQ.

Pour tenter de comprendre la structure d’un groupe, on étudie typiquement ses représen-
tations, soit ses actions à gauche par des applications linéaires sur des espaces vectoriels
(ou des modules). Dans ce qui suit, on s’intéresse principalement aux représentations de
dimension finie. Comme on veut obtenir de l’information sur GQ non seulement comme
groupe abstrait, mais comme groupe topologique, on étudie plus précisément les représen-
tations qui sont continues.

Définition 1.0.1. Soit A un anneau topologique etG un groupe topologique. Une représen-
tation continue de dimension d de G sur un A est une représentation de G sur un A-module
libre M de rang d, telle que le morphisme de groupes correspondant G −→ AutA(M)
est continu. Ici, en choisissant une base de M , on peut voir AutA(M) comme le groupe
des matrices inversibles n × n à coefficients dans A, que l’on munit de la topologie de
sous-espace pour l’injection AutA(M) −→ An2 × A envoyant une matrice (ai,j)i,j sur
((ai,j)i,j, det(ai,j)

−1
i,j ).

Dans ce mémoire, on s’intéresse surtout au cas où A = F est un corps, et spéciale-
ment une extension complète du corps Qp des nombres p-adiques. Une représentation de
dimension 1 sur F correspond à un morphisme de groupes continu G −→ F×, appelé un
caractère continu de G à valeurs dans F .
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Exemple 1.0.2. L’exemple de base d’un caractère continu deGQ à valeurs dans Qp est celui
du caractère cyclotomique χcycl,p : GQ −→ Z×

p , que l’on construit de la façon suivante :
Le groupe GQ agit de façon transitive sur les racines primitives n-ièmes de l’unité. En fait,
si ζn est une telle racine primitive et σ ∈ GQ, on a que σ(ζn) = ζ

aσ,n
n pour un entier aσ,n

compremier avec n, qui est unique modulo n. On a aussi que aσσ′,n ≡ aσ,naσ′,n pour tous
σ, σ′ ∈ GQ. Enfin, il est clair que aσ,n mod n ne dépend pas du choix de racine primitive de
l’unité ζn, et que aσ,n ≡ aσ,m mod n pour m un multiple de n. Ainsi, on a des morphismes
de groupes

GQ −→ (Z/nZ)×

σ 7−→ aσ,n mod n

et, en spécialisant au cas n = pk pour k ≥ 1, ceux-ci induisent un morphisme de groupes

χcycl,p : GQ −→ lim
k
(Z/pkZ)× = Z×

p .

Ce dernier est continu. En effet, comme c’est un morphisme de groupe, il suffit de montrer
que la préimage de chacune des ouverts 1+pkZp ⊆ Z×

p , qui forment une base de voisinages
ouverts en 1, est un ouvert de GQ. Or, par définition, la préimage de 1+pkZp coïncide avec
la préimage de l’ouvert {id} ⊆ Gal(Q(ζpk)/Q) dans GQ, donc c’est un ouvert.

En plus d’étudier les représentations continues de GQ, un objectif relié est d’étudier,
pour les différents nombres premiers p, les représentations continues du groupe de Galois
absolu GQp := Gal(Qp/Qp), le groupe des automorphismes de corps de Qp qui fixent les
éléments de Qp. On peut aussi le munir de la topologie de Krull. Celui-ci se plonge de façon
continue dans GQ, de façon non canonique. Une façon de le voir est que via l’inclusion
Q ⊆ Qp ⊆ Qp, une clôture algébrique Q de Q s’identifie à la clôture algébrique de Q dans
Qp. Cette identification de Q avec la clôture algébrique de Q dans Qp est bien définie à
précomposition avec un élément de GQ près. Pour chaque tel plongement, l’application de
restriction

GQp −→ GQ

σ 7−→ σ|Q

est injective, et les applications obtenues pour les différents choix de plongements diffèrent
par conjugaison par des éléments de GQ. Ce morphisme de groupe est continue, par com-
mutativité du diagramme

GQp Gal(K ′/Qp)

GQ Gal(K/Q)
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où toutes les flèches dénotent les restrictions appropriées, K/Q est une extension galoi-
sienne finie, et K ′/Qp est l’extension galoisienne finie engendrée sur Qp par n’importe
quelle Q-base de K. L’image de n’importe laquelle de ces applications GQp −→ GQ est
appelée un sous-groupe de décomposition pour p, et est notée Dp. Par restriction à Dp,
toute représentation continue de GQ induit une représentation continue de GQp , dont la
classe d’isomorphisme ne dépend pas du choix de plongement.

On définit une forme modulaire classique de poids k et de niveau Γ ⊆ SL2(Z), pour
Γ un sous-groupe bien choisi, comme une section globale de ω⊗k

Γ , où ωΓ est un faisceau
inversible sur une certaine courbe algébrique propre X(Γ)C sur SpecC, appelée courbe
modulaire compactifiée de niveau Γ, et ωΓ est un faisceau inversible naturel sur celle-ci.
L’espace formé par les formes modulaires de poids et de niveau fixé est de dimension fi-
nie sur C, et admet une action par une certaine algèbre commutative, appelée algèbre de
Hecke sphérique (qui dépend du niveau). Les opérateurs associés aux éléments de cette
algèbre sont simultanément diagonalisable, et à leurs vecteurs propres communs, appelés
formes propres classiques, on peut associer, pour tout p en dehors d’un ensemble fini, une
certaine représentation continue de GQ de dimension 2 sur une extension finie de Qp. On
peut définir aussi une notion généralisée de formes modulaires, appelées les formes modu-
laires p-adiques surconvergentes, qui forment un espace de Banach. Elles ont, elles aussi,
une notion de niveau et de poids. On a encore une action d’une algèbre commutative et, à
certains vecteurs propres communs pour l’action de ses éléments (appelés formes propres
surconvergentes), on peut associer une représentation continue de dimension 2 de GQ sur
une extension finie de Qp pour tous les nombres premiers p en dehors d’un ensemble fini.
Ces notions sont expliquées de façon plus précise dans les sections 2.3, 2.6 et 2.7.

Un invariant important d’une représentation de dimension d de GQp sur une exten-
sion finie de Qp est ses poids de Hodge-Tate-Sen, qui sont, au signe près, les racines d’un
polynôme unitaire canonique de degré d à coefficients dans Qp (cf. section 2.8 pour la dé-
finition). À la représentation de GQ associée à une forme propre surconvergente, on peut
associer une représentation continue de dimension 2 de GQp par restriction à un groupe de
décomposition, dont la classe d’isomorphisme ne dépend pas du choix du sous-groupe de
décomposition. On peut donc associer à cette représentation des poids de Hodge-Tate-Sen.
L’objectif du présent mémoire est d’expliquer la preuve du théorème suivant, telle qu’on
peut la retrouver dans [Pan25].

Théorème 1.0.3 ([Pan25, Theorem 1.1]). Les poids de Hodge-Tate-Sen de la représen-
tation de dimension 2 associée à une forme propre surconvergente de poids k ∈ Z sont
0, k − 1.

On peut voir ce résultat comme une extension de [Fal87], qui permet de déduire que la
représentation associée à une forme modulaire classique de niveau k a aussi pour poids de
Hodge-Tate-Sen 0 et k − 1. La méthode de preuve consiste à introduire la notion d’action
localement analytique d’une algèbre (pas forcément commutative) sur un espace de Ba-
nach p-adique. On montre que l’action naturelle de l’algèbre de Hecke sur un sous-espace
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de l’espace des formes modulaires p-adiques surconvergentes est localement analytique.
Cela nous permet de construire une certaine algèbre de Banach qui, dans un certain sens,
paramétrise les représentations associés aux formes surconvergentes, et on s’en sert pour
déduire le théorème 1.0.3 du cas particulier des formes modulaires classiques.

1.1 Structure du mémoire
Dans le chapitre 2, on explique plusieurs notions et résultats préliminaires qui sont

importants pour comprendre l’énoncé et la preuve du théorème 1.0.3. L’explication de la
preuve en elle-même est contenue dans les chapitres 3 et 4. Dans le chapitre 3, on explique
la notion d’action localement analytique introduite par Pan dans [Pan25], ainsi que sa dé-
monstration du fait que l’action naturelle de l’algèbre de Hecke sur un espace de Banach
de formes modulaires surconvergentes satisfait cette définition. Enfin, dans le chapitre 4,
on explique comment en déduire le théorème 1.0.3.
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Chapitre 2

Notions préliminaires

2.1 Espaces et algèbres de Banach p-adiques
Dans cette section, on rappelle certaines notions d’analyse p-adique, qui apparaissent

dans ce qui suit.

Définition 2.1.1. Soit K un corps. Une valeur absolue sur K est une fonction | · | : K −→
R≥0 vérifiant les propriétés suivantes :

(1) |a| = 0 si et seulement si a = 0.

(2) |ab| = |a||b| pour tous a, b ∈ K.

(3) |a+ b| ≤ |a|+ |b| pour tous a, b ∈ K.

Si, en plus, on a l’inégalité (3)’ |a + b| ≤ max{|a|, |b|} pour tous a, b ∈ K, on dit que
| · | est ultramétrique ou non archimédienne. Si K muni de la distance d(a, b) := |a − b|
est un espace métrique complet, on dit que K est complet. Si | · | est une valeur absolue
non archimédienne par rapport à laquelle K est complet, on dit que K est un corps non
archimédien.

Pour la suite, on suppose que |·| est non archimédienne et non triviale (elle ne prend pas
seulement les valeurs 0 et 1). Pour un corps K muni d’une valeur absolue, on peut définir
la notion d’espace de Banach.

Définition 2.1.2. Soit K un corps muni d’une valeur absolue non archimédienne | · |. Soit
V un K-espace vectoriel. Une norme (non archimédienne) sur V est une fonction ∥·∥ :
V −→ R≥0 qui possède les propriétés suivantes :

(1) ∥v∥ = 0 si et seulement si v = 0.

(2) ∥av∥ = |a|∥v∥ pour tous a ∈ K, v ∈ V .

(3) ∥v + w∥ ≤ max{∥v∥, ∥w∥} pour tous v, w ∈ V .

Une paire (V, ∥·∥) est appelée un espace normé sur K. Si V muni de la distance d(x, y) =
∥x− y∥ est un espace métrique complet, on dit que V est un espace de Banach sur K.
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Un résultat classique est que pourK un corps non archimédien, toutes les normes sur un
espace de dimension finie sur K sont équivalentes (i.e., elle induisent la même topologie).
En particulier, tous les espaces vectoriels normés de dimension fini sur K sont des espaces
de Banach. Le cas qui nous intéresse particulièrement est celui de Qp et ses extensions.
On peut montrer que toute extension finie de Qp (appelée un corps p-adique) admet une
unique extension de la valeur absolue de Qp (normalisée de sorte que |p| = 1/p), et donc
toute extension algébrique de Qp admet une unique valeur absolue étendant celle sur Qp.
Toute extension finie de Qp est donc naturellement un Qp-espace de Banach (ou espace de
Banach p-adique). Les extensions de Qp qui sont les plus importantes pour nous sont les
extensions finies de Qp, Qp et sa complétion Cp (qui est aussi algébriquement close), et
Qp(µp∞) (le corps obtenu en adjoignant toutes les pn-racines de l’unité pour n ≥ 1) et sa
complétion Qcycl

p .

Pour tout corps K muni d’une valeur absolue non archimédienne | · |, la boule unité
fermée {x ∈ K : |x| ≤ 1} est un sous-anneau ouvert-fermé de K, que l’on note OK . C’est
un anneau local, d’idéal maximal mK = {x ∈ OK : |x| < 1}. Par exemple, OQp = Zp,
et mQp = pZp. Pour toute extension finie K de Qp, mK est principal, et engendré par
n’importe quel élément π ∈ mK de valeur absolue maximale. Tout tel π est appelé un uni-
formisateur.

Pour la suite, on a besoin de la notion de réseau dans un espace de Banach sur un corps
non archimédien.

Définition 2.1.3. Soit (V, ∥·∥) un espace de Banach sur un corps non archimédien K. Un
réseau dans V est un OK-module L ⊆ V tel que pour tout v ∈ V , il existe un scalaire
a ∈ K× tel que av ∈ L.

Les exemples de base de réseaux sont les boules fermées et ouvertes centrées en l’ori-
gine.

Certains espaces de Banach que nous considérons ont une structure d’algèbre compa-
tible avec leur norme.

Définition 2.1.4. SoitK un corps non archimédien, et soitA uneK-algèbre (pas forcément
commutative) munie d’une norme non archimédienne ∥·∥ qui vérifie ∥1∥ = 1 et ∥ab∥ ≤
∥a∥∥b∥. Si (A, ∥·∥) est un espace de Banach, on appelle A une K-algèbre de Banach.

Il suit de la définition qu’une algèbre de Banach possède une structure d’anneau topo-
logique naturelle. Pour K un corps non archimédien, toute extension L/K munie d’une
extension de la valeur absolue sur K est une K-algèbre de Banach. Aussi, pour (V, ∥·∥) un
espace de Banach sur K, l’ensemble EndK,cts(V ) des endomorphismes bornés (ou, de fa-
çon équivalente, continus) de K-espaces vectoriels de V est une algèbre de Banach lorsque
munie de la norme d’opérateur associée à la norme ∥·∥. D’autres exemples intéressants
sont les anneaux de séries entières à coefficients bornés OK [[X1, . . . , Xn]] ⊗OK

K et les
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algèbres de Tate

K⟨X1, . . . , Xn⟩ =
{ ∑

(i1,...,in)

a(i1,...,in)X
i1
1 . . . X

in
n : |a(i1,...,in)| → 0

}
,

toutes deux munies de la norme de Gauss. On rappelle quelques résultats de base de la
théorie des espaces et des algèbres de Banach.

Proposition 2.1.5. Soit K un corps non archimédien.

(1) Pour V un espace de Banach sur K, tout sous-espace fermé V ′ de V est un espace de
Banach lorsque muni de la restriction de la norme sur V , et la fonction ∥[v]∥V/V ′ :=
inf{∥v + v′∥ : v′ ∈ V ′} définit une structure d’espace de Banach sur V/V ′. On a que
le passage au quotient V −→ V/V ′ est continu.

(2) Si A est une algèbre de Banach, toute sous-algèbre fermé de A est une algèbre de
Banach lorsque muni de la restriction de la norme sur A, et pour tout idéal fermé
I ⊆ A, la norme définie en (1) donne à A/I une structure d’algèbre de Banach, et
A −→ A/I est continue.

Les idéaux maximaux d’une algèbre de Banach sont toujours fermés.

Proposition 2.1.6. Soit K un corps non archimédien, et A une K-algèbre de Banach. Pour
tout idéal maximal m ⊆ A, m est fermé dans A.

Démonstration. On note que l’adhérence d’un idéal est un idéal, par continuité de l’addi-
tion et de la multiplication. Ainsi, il suffit de vérifier que l’adhérence de m ne contient pas
1. Or, si c’est le cas, il existe, en particulier, un élément m ∈ m tel que ∥1−m∥ < 1. On a
alors que m est inversible, d’inverse donné par la série∑

n≥0

(1−m)n.

Celle-ci est une suite de Cauchy (donc elle converge) car ∥1 −m∥ < 1 et par la propriété
(3)’ des valeurs absolues non archimédiennes. Or, un élément inversible d’une algèbre ne
peut pas être contenu dans un idéal maximal.

Concentrons-nous maintenant sur le cas des algèbres de Tate. On note certaines de leurs
propriétés importantes.

Lemme 2.1.7. Soit K une extension finie de Qp, et soit Tn = K⟨X1, . . . , Xn⟩ une algèbre
de Tate. On la munit de la norme de Gauss.

(1) Tn est noethérien. [BGR84, 5.2.6, Theorem 1]

(2) Tout idéal de I de Tn est fermé. [BGR84, 5.2.7, Corollary 2]

(3) Tn est un anneau de Jacobson. [BGR84, 5.1.3, Proposition 3]

(4) Tn est un anneau excellent (donc de Nagata). [Mat70, Theorem 102]
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(5) Pour tout idéal maximal de Tn, Tn/m est une extension finie de K (et donc de Qp).
[BGR84, 6.1.2, Corollary 3]

(6) La norme de Gauss d’un élément P ∈ Tn est égale au supremum sur les idéaux maxi-
maux m ⊆ Tn des valeurs de |P | pour P l’image de P dans Tn/m et | · | l’unique
extension de la valeur absolue sur Qp à Tn/m. [BGR84, 5.1.4, Corollary 6]

On définit une algèbre affinoïde sur K comme une algèbre de Banach (commutative)
donnée par un quotient Tn/I pour un n ≥ 0 et un idéal I de Tn, muni de la norme induite.
Il suit du résultat précédent que toute algèbre affinoïde A est noethérienne, de Jacobson et
vérifie que A/m est une extension finie de Qp pour tout idéal maximal m et A −→ A/m
est continu, et le supremum sur les idéaux maximaux des valeurs absolues des [f ] ∈ A/m
est borné pour tout f ∈ A.

Remarque 2.1.8. Réciproquement, pour un morphisme de Qp-algèbresA −→ Qp, l’image
de A dans Qp est une extension entière de Qp, donc c’est un corps isomorphe à A/m pour
m un idéal maximal. Si A est une algèbre affinoïde, il suit que A −→ Qp se factorise par
une extension finie de Qp, et le morphisme A −→ Qp est continu. Ainsi, pour une algèbre
affinoïde, les morphismes de Qp-algèbres A −→ Qp sont tous continus, ils se factorisent
par une extension finie de Qp et sont obtenus en composant un morphisme quotient A −→
A/m et un plongement de Qp-algèbres A/m −→ Qp.

En général, on peut ignorer la topologie lorsqu’on considère les morphismes entre des
algèbres affinoïdes.

Théorème 2.1.9 ([BGR84, 6.1.3, Theorem 1]). Tout morphisme de Qp-algèbres A −→ B
entre des algèbres affinoïdes est continu.

En particulier, cela implique que la topologie sur une algèbre affinoïde ne dépend pas
du choix de présentation comme quotient d’une algèbre de Tate. La collection des algèbres
affinoïdes est fermée sous plusieurs opérations.

Lemme 2.1.10. Soit K une extension finie de Qp.

(1) Un quotient d’une algèbre affinoïde sur K est une algèbre affinoïde sur K.

(2) Un produit fini d’algèbres affinoïdes sur K est une algèbre affinoïde sur K.

(3) Si R est une algèbre affinoïde surK et R′ est une R-algèbre qui est de type fini comme
R-module, alors R′ est une algèbre affinoïde sur K, et le morphisme de structure
R −→ R′ est continu.

Démonstration. L’assertion (1) est claire. Pour (2), il suffit de montrer qu’un produit fini
d’algèbres de Tate est une algèbre affinoïde. Or, étant donné des K⟨Xi,1, . . . , Xi,ni

⟩, i =
1, . . . ,m, on a un isomorphisme

K⟨Y1,1, . . . , Ym,nm⟩/I−̃→
m∏
i=1

K⟨Xi,1, . . . , Xi,ni
⟩

Yi,j 7−→ Xi,j,
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où I est l’idéal engendré par les Yi,jYi′,j′ avec i ̸= i′. Enfin, pour (3), R′ est un quotient d’un
produit fini de copies de R, donc c’est une algèbre affinoïde, par (1) et (2). Le morphisme
R −→ R′ est continu par le théorème 2.1.9.

Remarque 2.1.11. Ici, on spécialise les résultats aux extensions finies de Qp, mais les
résultats présentés sont vrais en plus grande généralité.

2.2 Groupes linéaires et adèles
Dans ce qui suit, on étudie les propriétés des groupes linéaires généraux GLn(A) pour

certains anneaux topologiques A.

D’abord, on s’intéresse au cas où A = K est un corps p-adique. On peut voir GLn(K)
comme un sous-ensemble ouvert de l’ensemble des matrices n × n à coefficients dans K,
identifié à Kn2 de la façon habituelle, et le munir de la topologie de sous-espace. Cela fait
de GLn(K) un groupe topologique, c’est-à-dire un groupe muni d’une topologie pour la-
quelle la multiplication G×G −→ G et le passage à l’inverse G −→ G sont continus. La
continuité de la multiplication est claire car le produit de deux matrices est donné par des
polynômes en chaque entrée, et on peut voir similairement que le passage à l’inverse est
continu en considérant la description de l’inverse d’une matrice en fonction de la transpo-
sée de sa comatrice et de son déterminant.

Dans cette topologie, une base d’ouverts autour de l’identité est donnée par les sous-
groupes

UK,m = {M ∈ GLn(OK) :M ≡ In mod mm
K}

m≥1
= {In + P : P ∈Mn×n(m

m
K)} (2.2.1)

pour m ≥ 0, où In désigne la matrice identité dans GLn(K) et Mn×n(L) désigne l’en-
semble des matrices n×n à coefficients dans L. En effet, pour la deuxième égalité, notons
que la matrice In + P est toujours inversible, d’inverse donnée par la série convergente
In +

∑
ℓ=1(−1)ℓP ℓ. Ces sous-groupes sont ouverts dans GLn(OK), et donc ils sont aussi

fermés dans ce groupe. Cela suit du fait général qu’un sous-groupe ouvert U d’un groupe
topologique G est fermé, comme il est le complément de l’union de ses translatés par des
éléments de G n’appartenant pas à U . Le sous-groupe ouvert GLn(OK) est quasi-compact,
et donc il en va de même pour tous les UK,n. En effet, une façon rapide de le voir est de
constater que, comme sous-ensemble de Mn×n(K), GLn(OK) s’identifie à l’intersection
du compact Mn×n(OK) et du fermé {M ∈Mn×n(K) : | detM | = 1}.

Le résultat suivant donne une décomposition matricielle très utile.

Lemme 2.2.2. Soit K un corps p-adique. On a

GLn(K) =
⊔

m1≥...≥mn
mi∈Z

GLn(OK) diag(ϖ
m1 , . . . , ϖmn)GLn(OK)
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où ϖ est n’importe quel uniformisateur de K, et diag(λ1, . . . , λn) est la matrice diagonale
n× n dont l’élément à la position (i, i) est λi.

Démonstration. Soit M ∈ GLn(K). Quitte à conjuguer par une matrice de permutation,
on peut supposer que l’élément de la matrice de valeur absolue maximale est à la position
(n, n). Quitte à multiplier par une matrice diagonale dans GLn(OK), on peut supposer que
l’élément à la position (n, n) est de la forme ϖmn pour un entier mn. Comme tout élément
de la matrice obtenue est de valeur absolue supérieure à celle ϖmn , tous les éléments de
la ligne n et de la colonne n sont dans ϖmnOK . Par élimination de Gauss, en multipliant
à gauche et à droite par des matrices dans GLn(OK), on obtient une matrice dont tous les
éléments sur la ligne n et tous les éléments sur la colonne n sont nuls, sauf l’élément à la
position (n, n), qui est ϖmn . On poursuit par récurrence.

Le formalisme adélique permet de considérer de façon simultanée tous les groupes
GLn(Lq) pour Lq la complétion en un idéal maximal q d’un corps de nombres L. Étant
donné une collection de paires (Gi, Hi)i∈I d’un groupe topologique localement compact
Gi et d’un sous-groupe ouvert et compact Hi, on définit le produit restreint des (Gi, Hi)
comme le groupe donné par∏′

i∈I

(Gi, Hi) = {(gi)i∈I ∈
∏
i∈I

Gi : gi ∈ Hi pour tous les i en dehors d’un ensemble fini}

muni du produit terme-à-terme. On peut définir une structure de groupe topologique sur le
produit restreint en déclarant qu’une base de voisinages ouverts de l’élément neutre (ei)i∈I
est donnée par les produits de la forme

∏
i∈I Ui, où Ui est un voisinage ouvert de ei dans

Ui, et Ui = Hi pour tous les i sauf un nombre fini. Dans notre cas, on définit

GLn(AL,f ) =
∏′

p∈SpmOL

(GLn(Lp),GLn(OLp)),

où Spm dénote l’ensemble des idéaux maximaux de OL et Lp la complétion p-adique de
L, et pour S un ensemble fini d’idéaux maximaux de L, on définit

GLn(AS
L,f ) =

∏′

p∈SpmOL\S

(GLn(Lp),GLn(OLp)).

Bien sûr, GLn(AL,f ) = GLn(AS
L,f ) pour S = ∅. Dans ce qui suit, on s’intéresse princi-

palement au cas n = 2 et L = Q. On utilise les abréviations GLn(AS
f ) := GLn(AS

Q,f ) et,
quand S = {(p)}, GLn(Ap

f ) := GLn(A{(p)}
Q,f ).

Remarque 2.2.3. En tant qu’ensemble, GLn(AS
L,f ) est le groupe des matrices inversibles

n × n à coefficients dans l’anneau AS
L,f des adèles finies en dehors de S, donné par le

groupe topologique (additif)

AL,f =
∏′

p∈SpmOL\S

(Lp,OLp)
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muni de la multiplication terme-à-terme, qui est continue pour cette topologie. Cependant,
si on définit la topologie de GLn(AS

L,f ) par sa topologie de sous-espace dans (AS
L,f )

n2 , le
passage à l’inverse n’est pas continu. On retrouve la topologie donnée dans la construction
précédente en considérant, par exemple, la topologie de sous-espace induite par

GLn(AS
L,f ) ↪−→Mn×n(AS

L,f )× AS
L,f

M 7→ (M, detM−1),

qui identifie GLn(AS
L,f ) avec le sous ensemble {(M,a) ∈Mn×n(AS

L,f )×AS
L,f : a detM =

1}.

Le lemme 2.2.2 a une extension naturelle dans GLn(AS
L,f ).

Lemme 2.2.4. Soit L un corps de nombre, et soit S un ensemble fini d’idéaux premiers.
Choisissons un uniformisateur ϖp de Lp pour tout idéal maximal p ̸∈ S. On a

GLn(AS
L,f ) =

⊔
D

( ∏
p∈SpmOL\S

GLn(OLp)
)
D
( ∏

p∈SpmOL\S

GLn(OLp)
)

où l’union est sur l’ensemble des matrices de la forme (Dp)p∈Spm(OL)\S , où

Dp = diag(ϖ
mp,1
p , . . . , ϖ

mp,n
p ),

et mp,1 ≥ . . . ,≥ mp,n sont des entiers dont seulement un nombre fini est non nul.

2.3 Algèbres de Hecke
Il existe plusieurs façons de généraliser la notion d’opérateurs de Hecke qui apparaît

dans la théorie usuelle des formes modulaires. Ici, on s’intéresse à la notion d’algèbre de
Hecke d’un groupe localement profini et unimodulaire.

Définition 2.3.1. Un groupe topologique G est dit localement profini s’il vérifie l’une des
conditions équivalentes suivantes :

(1) L’élément neutre de G admet une base donnée par des sous-groupes ouverts et com-
pacts.

(2) G est totalement disconnexe, de Hausdorff et localement compact.

Dans ce cas, tous les sous-groupes compacts de G sont profinis, i.e., isomorphes comme
groupes topologiques à une limite cofiltrée de groupes finis discrets.

Exemple 2.3.2. Voici quelques exemples importants de groupes localement profinis.

(1) Tout groupe profini est localement profini. En particulier, cela s’applique au groupe
de Galois absolu Gal(Ksep/K) d’un corps K, où Ksep est la clôture séparable de K
(c’est-à-dire sa clôture algébrique si K est parfait), muni de sa topologie de Krull.
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(2) Les groupes GLn(K) pour K un corps p-adique, et GLn(AL,f ) et GLn(AS
L,f ) pour S

un ensemble fini d’idéaux maximaux d’un corps de nombres L sont aussi localement
profinis (cf. section 2.2). C’est à ce deuxième exemple qu’on s’intéresse plus particu-
lièrement.

Un groupe localement profini est, par définition, localement compact. Ainsi, il admet
une mesure µ sur sa σ-algèbre des boréliens qui est non nulle, finie sur tous les compacts,
quasi-régulière et invariante par multiplication à gauche, c’est-à-dire que µ(gS) = µ(S)
pour tout g ∈ G et tout borélien S. Cette mesure, appelée mesure de Haar, est unique à
multiplication par un scalaire positif près.

Dans le cas des groupes localement profinis, on peut montrer l’existence et l’unicité (à
constante près) de la mesure de Haar plutôt facilement. En effet, pour l’unicité, soitK ⊆ G
un sous-groupe ouvert et compact. On a alors que tout sous-groupe ouvert et compact C
de K est d’indice fini, comme ses translatés forment un recouvrement ouvert disjoint de
K, et donc, par invariance par translation, on a µ(K) = µ(C)[K : C]. Cela détermine la
mesure de tout ouvert contenu dans K, et donc celle de tout ouvert U de G, en considérant
sa décomposition en une union disjointe d’ouverts de la forme gK ∩ U et en sommant
leur mesure, avec la convention qu’une somme sur un ensemble indénombrable est infinie
si elle n’est pas supportée sur un ensemble dénombrable. Ainsi, par régularité extérieure,
µ(E) est déterminée par µ(K) pour tout borélien E. On peut se servir de cette description
pour montrer l’existence.

Une mesure de Haar peut ne pas être invariante à droite.

Définition 2.3.3. Un groupe topologique localement compact est unimodulaire si l’une de
ses mesures de Haar (et donc toutes) est aussi invariante à droite.

Remarque 2.3.4. L’échec de l’unimodularité d’un groupe localement compact G est cap-
turée par un caractère χ : G −→ R>0 ⊆ C×. En effet, on a que pour tout g ∈ G, pour
n’importe quel choix de mesure de Haar µ, l’application

B 7−→ µ(Bg)

est aussi une mesure de Haar, donc est de la forme χ(g)µ pour un certain élément χ(g) ∈
R>0. Notons qu’il existe un borélien (et même un compact) B tel que µ(B) ∈ (0,∞).
En effet, si tout compact est de mesure zéro, alors µ(G) est de mesure zéro par régularité
intérieure, ce qui est une contradiction avec le fait que µ n’est pas nulle. On a donc, pour
un tel B, et tous g, g′,

χ(gg′)µ(B) = µ(Bgg′) = χ(g′)µ(Bg) = χ(g)χ(g′)µ(B),

et donc on conclut que χ est un caractère.

À l’aide de cette remarque, on peut montrer que les groupes de l’exemple 2.3.2 (2) sont
unimodulaire. En effet, d’abord, si K est un corps p-adique, le lemme 2.2.2 implique qu’il
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suffit de montrer que le caractère χ tel que défini plus haut est trivial sur les éléments de
GLn(OK), ainsi que sur les éléments de la forme diag(ϖm1 , . . . , ϖmn) pour ϖ un unifor-
misateur et m1 ≥ . . . ≥ mn des entiers. Or, si g ∈ GLn(OK), notons que

µ(GLn(OK)) = µ(GLn(OK)g) = χ(g)µ(GLn(OK)),

et donc, comme µ(GLn(OK)) ̸= 0, on conclut que χ(g) = 1. Ensuite, on a que

Uℓ := {M ∈ GLn(OK/ϖ) :Mi,j = 0 sauf peut-être pour i = j et i ≤ ℓ < j}
Lℓ := {M ∈ GLn(OK/ϖ) :Mi,j = 0 sauf peut-être pour i = j et j ≤ ℓ < i}

sont des sous-groupes de GLn(OK/ϖ). Ainsi, leurs préimages respectives U ′
ℓ et L′

ℓ dans
GLn(OK) sont des sous-groupes (ouverts et compacts) normaux d’indice fini. Notons aussi
que l’image par la transposition de U ′

ℓ est L′
ℓ. Il s’ensuit que leurs indices dans GLn(OK),

et donc leurs mesures respectives, qui sont non nulles, sont les mêmes. Enfin, notons que
pour Dℓ = diag{ϖ, . . . , ϖ, 0, . . . , 0}, où les ℓ premiers termes sont des ϖ, on a

DℓU
′
ℓD

−1
ℓ = L′

ℓ,

et donc

µ(L′
ℓ) = µ(DℓU

′
ℓD

−1
ℓ ) = χ(Dℓ)

−1µ(U ′
ℓ) = χ(Dℓ)

−1µ(L′
ℓ),

ce qui permet de conclure que χ(Dℓ) = 1 pour tout ℓ. Comme toute matrice de la forme

diag(ϖm1 , . . . , ϖmn)

pour ϖ un uniformisateur et m1 ≥ . . . ≥ mn des entiers s’écrit comme un produit de puis-
sances des Dℓ, on conclut que χ est le caractère trivial, et donc GLn(K) est unimodulaire.
Pour GLn(AS

L,f ) pour L un corps de nombres et S un ensemble fini de premiers, une preuve
analogue basée sur le lemme 2.2.4 permet de montrer que GLn(AS

L,f ) est unimodulaire.

Aux groupes localement profinis et unimodulaires, on peut associer certaines algèbres,
appelées algèbres de Hecke.

Définition 2.3.5. Soit G un groupe localement profini et unimodulaire et µ une mesure
de Haar. On définit C∞

c (G) comme l’ensemble des fonctions localement constantes et à
support compact G −→ C.

On munit C∞
c (G) de la structure de C-espace vectoriel donnée par

(aF + bF ′)(g) = aF (g) + bF ′(g)

pour tous a, b ∈ C, F, F ′ ∈ C∞
c (G) et g ∈ G. Il existe une représentation naturelle de G

sur C∞
c (G), donnée par (g, F ) 7−→ F (g−1−), et une représentation naturelle du groupe

opposé Gop, donnée par (g, F ) 7−→ F (−g−1). On munit aussi C∞
c (G) de la convolution,

définie par

F ∗ F ′(g) =

∫
F (h)F ′(h−1g)dµ(h).
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Remarque 2.3.6. Une fonction F : G −→ C est localement constante si et seulement si
pour tout g ∈ G, il existe un sous-groupe ouvert et compactHg deG tel que F (gh) = F (g)
(respectivement F (hg) = F (g)) pour tout h ∈ Hg. En fait, quitte à prendreHg plus petit, on
peut supposer que F (hgh′) = F (gh′) = F (hg) pour tous les h, h′ ∈ Hg. Les gHg pour g ∈
G recouvrent G, dont, par compacité, suppF est recouvert par certains g1Hg1 , . . . , gnHgn .
En particulier, on a queH =

⋂
iHgi est un sous-groupe ouvert et compact deG tel que tout

g ∈ suppF et tout h ∈ H , on a F (hg) = F (g). Il suit que pour g ̸∈ supp(F ) et h ∈ H , on
ne peut pas avoir F (hg) ̸= 0. Ainsi, une fonction F : G −→ C est localement constante
si et seulement s’il existe un sous-groupe ouvert et compact H tel que F (hg) = F (g) pour
tous les g ∈ G, h ∈ H .

Si F, F ′ sont localement constantes et à support compact, le support de F ∗ F ′ est
contenu dans le produit supp(F ) supp(F ′), qui est compact comme c’est l’image du com-
pact supp(F )× supp(F ′) par la multiplication de G. De plus, par la remarque 2.3.6, pour
tous g, h ∈ G, il existe un sous-groupe ouvert et compact G′ de G tel que F ′(h−1gg′) =
F ′(h−1g) pour tout g′ ∈ G′. En fait, il existe un voisinage ouvert V de l’identité pour le-
quel F ′(h−1gg′) = F (h−1g) pour tout g′ ∈ G′ et tout h ∈ V . Ces voisinages pour les
différents h dans le support de F donnent un recouvrement ouvert de supp(F ), duquel on
peut extraire un sous-recouvrement fini. Par conséquent, quitte à prendre G′ plus petit, on
a que F ′(h−1gg′) = F ′(h−1g) pour tous les h ∈ suppF et tous les g′ ∈ G′, et il suit que
F ∗ F ′(gg′) = F ∗ F ′(g), et donc F ∗ F ′ est localement constante.

La construction de la convolution se généralise en une action de C∞
c (G) sur toute re-

présentation lisse de G.

Définition 2.3.7. Soit K un corps. Une représentation ρ d’un groupe topologique G sur un
K-espace vectoriel V est dite lisse si le stabilisateur de chaque v ∈ V est ouvert.

Étant donné une représentation lisse ρ deG sur un C-espace vectoriel V , on peut définir,
pour F ∈ C∞

c (G) et v ∈ V

F ∗ v = F ∗ρ v =

∫
F (h)(h · v)dµ(h). (2.3.8)

L’intégrale du côté droit a un sens, car, étant donné que le stabilisateur de v est ouvert, il
existe une partition du support de F en des intersections Bi d’un ensemble ouvert de G et
du fermé suppF sur lesquelles h · v est constante, égale à vi, disons. On a alors que

F ∗ v =
∑
i

(∫
Bi

F (h)dµ(h)
)
vi.

Cela donne une structure de C∞
c (G)-module à gauche sur toute représentation lisse de G

sur C. Similairement, on peut construire un structure de C∞
c (G)-module à droite sur toute

représentation lisse de Gop sur C. On retrouve la convolution sur C∞
c (G) en considérant la

représentation de G donnée par g ·F = F (g−1−), qui est lisse par la remarque 2.3.6. Si on
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considère plutôt la représentation ρ de Gop donnée par g · F = F (−g−1), la construction
précédente donne F ∗ρ F ′ = F ′ ∗ F . On a, en général,

h ·
∫
F ′(h′)(h′ · v)dµ(h′) =

∫
F ′(h′)(hh′ · v)dµ(h′),

et donc

(F ∗ (F ′ ∗ v)) =
∫
F (h)

∫
F ′(h′)(hh′ · v)dµ(h′)dµ(h)

=

∫ ∫
F (h)F ′(h−1hh′)(hh′ · v)dµ(h)dµ(h′)

=

∫ (∫
F (h)F ′(h−1hh′)(hh′ · v)dµ(h)

)
dµ(hh′)

= (F ∗ F ′) ∗ v.

En particulier, ∗ définit une structure de C-algèbre associative, mais pas forcément commu-
tative ni unitale, sur C∞

c (G), et toute représentation lisse de G admet une action de C∞
c (G)

(comme algèbre associative), qui commute avec l’action du centre de G.

Soit V une représentation lisse de G. Pour tout sous-groupe ouvert et compact H de G,
si on définit eH = (1/µ(H))1H ∈ C∞

c (G), où 1H est la fonction indicatrice de H , on a
que eH ∗ v = v si v ∈ V est H-invariant, et, en général, pour tout h ∈ H ,

h · (eH ∗ v) = 1

µ(H)

∫
H

(hh′ · v)dµ(h′) = 1

µ(H)

∫
H

(hh′ · v)dµ(hh′) = eH ∗ v,

par invariance à gauche de la mesure de Haar. Ainsi, l’action de eH donne une projection
V −→ V H . En particulier, on a eH ∗ eH = eH et eH ∗C∞

c (G) ∗ eH s’identifie avec le sous-
anneau de C∞

c (G) formé par les fonctions localement constantes et à support compact qui
sont invariantes sous la multiplication à gauche et sous la multiplication à droite par un
élément de H , ou fonctions H-bi-invariantes. La C-algèbre associative et unitale (mais pas
forcément commutative) H(G,H) := eH ∗C∞

c (G) ∗ eH est appelée l’algèbre de Hecke de
la paire (G,H).

Une base très commode de H(G,H) est donnée par les fonctions [HgH] := (1/µ(H))1HgH

pour les différents choix de doubles classes HgH dans G. En effet, chacune de ces doubles
classes est un ouvert compact de G. Toute fonction dans H(G,H) doit être constante sur
chaque double classe HgH , par définition, et, comme celles-ci forment une partition de G,
son support doit être une union finie de tels HgH , ce qui implique le résultat voulu. Notons
que dans cette base, on a

[HgH] ∗ [Hg′H](f) =
1

µ(H)2

∫
1HgH(h)1Hg′H(h

−1f)dµ(h)

=
∑

Hg′′H∈H\G/H

a[Hg′′H][Hg
′′H](f),
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où

a[Hg′′H] =
µ(HgH ∩ g′′H(g′)−1H)

µ(H)
,

qui est zéro pour presque tout g′′, et qui est, en général un entier positif. En effet, on peut
décomposer un double quotient comme une union disjointe

HgH =
N⊔
i=1

higH,

où les hi forme un système de représentants pour H/(H ∩ gHg−1), et donc HgH ∩
g′′H(g′)−1H est une union disjointe de translatés de H . Ainsi, l’algèbre de Hecke est dé-
finie sur Z, et on peut définir, en changeant les scalaires pour un anneau R, l’algèbre de
Hecke des fonctions H-bi-invariantes à valeurs dans R, notée R[G//H]. En particulier,
par définition, H(G,H) = C[G//H]. Étant donné une représentation lisse de G sur un
R-module M et MH le sous-module formé des éléments H-invariants, la formule (2.3.8)
permet de définir une action de R[G//H] sur MH .

Exemple 2.3.9. Reprenons nos exemples G = GLn(K) pour K un corps p-adique et
G = GLn(AS

L,f ) pour L un corps de nombres et S un ensemble fini d’idéaux premiers. On
considère le cas le plus simple, soit le cas où H = GLn(OK) et H =

∏
p̸∈S GLn(OLp)

respectivement. L’algèbre de Hecke obtenue est appelée l’algèbre de Hecke sphérique.
D’abord, dans le cas où K est un corps p-adique, par le lemme 2.2.2, on a que K est
engendré par les [H diag(ϖm1 , . . . , ϖmn)H] pour m1 ≥ . . . ≥ mn. Décrire la struc-
ture d’algèbre, même dans le cas que nous considérons, est non trivial. Cependant, on
donne un argument classique permettant de montrer que l’algèbre de Hecke sphérique est
commutative. D’abord, étant donnée deux fonctions F1, F2 ∈ Z[GLn(K)//GLn(OK)], si
on dénote F ′

1(g) = F1(g
T) et F ′

2(g) = F2(g
T) où ·T dénote la transposition, on a que

F ′
1, F

′
2 ∈ Z[GLn(K)//GLn(OK)] et

F ′
1 ∗ F ′

2(g) =

∫
F ′
1(h)F

′
2(h

−1g)dµ(h) =

∫
F1(h

T)F2(g
T(hT)−1)dµ(h)

=

∫
F1((h

′)−1gT)F2(h
′)dµ(h′)

= F2 ∗ F1(g
T)

où on utilise le changement de variables h′ = gT(hT)−1 et l’invariance à gauche de la me-
sure de Haar. Or, par le lemme 2.2.2, on F (g) = F (gT) pour tout F ∈ Z[GLn(K)//GLn(OK)]
et tout g ∈ GL2(K), ce qui donne la commutativité. Le même argument fonctionne pour le
cas adélique GLn(AS

L,f ). Pour n = 2, on écrit

Tp :=
[
GL2(OK)

(
ϖ 0
0 1

)
GL2(OK)

]
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et

Sp :=
[
GL2(OK)

(
ϖ 0
0 ϖ

)
GL2(OK)

]
,

et on définit similairement des éléments Tp et Sp de Z(GL2(AS
f )//

∏
p̸∈S GLn(OLp)) pour

p ̸∈ S. Ces éléments ont une importance particulière parce que l’algèbre de Hecke sphé-
rique est engendrée comme Z-algèbre par les Tp, Sp et S−1

p pour p ̸∈ S (voir [Gro98]).

2.4 Courbes modulaires adéliques
L’énoncé et la preuve du théorème 1.0.3 sont formulés dans le langage des courbes mo-

dulaires adéliques. Dans cette section, on introduit ces objets et on décrit certaines de leurs
propriétés importantes. Les formes modulaires p-adiques surconvergentes correspondent à
des sections de faisceaux inversibles sur la rigidification de ces courbes.

Typiquement, on définit d’abord les courbes modulaires comme des quotients Γ\H du
demi-plan de Poincaré H = {z ∈ C : ℑ(z) > 0} par un sous-groupe de congruence
Γ ⊆ SL2(Z), c’est-à-dire un sous-groupe qui contient le sous-groupe Γ(N) = {M ∈
SL2(Z) : M ≡ idmodN} pour un certain entier N . On peut munir ce quotient d’une
structure de variété complexe de dimension 1 si le sous-groupe Γ est suffisamment petit.
Celle-ci est l’analytification complexe d’un courbe algébrique Y (Γ)C/ SpecC. Mieux en-
core, cette courbe est définie sur Q, c’est-à-dire qu’il existe une courbe Y (Γ)/ SpecQ pour
laquelle

Y (Γ)C = Y (Γ)×SpecQ SpecC.

La façon habituelle de montrer ce résultat est de remarquer que les points du quotient Γ\H
correspondent aux classes d’équivalences de courbes elliptiques sur C munies de structures
auxiliaires. On généralise ces structures auxiliaires aux courbes elliptiques sur des corps,
des anneaux ou des schémas plus généraux, et on montre que le foncteur associant à un
schéma la collection des classes d’équivalences d’une courbe elliptique et de telles struc-
tures auxiliaires est représentable. De plus, on a la compactification habituelle Γ\H∪P1(Q)
de Γ\H, qui correspond à une surface de Riemann compacte, obtenue en ajoutant à Γ\H un
nombre fini de points, appelés les pointes. On peut construire un schéma propre X(Γ) dans
lequel Y (Γ) admet une immersion ouverte dense, et tel que la variété analytique complexe
associée à X(Γ)C est Γ\H ∪ P1(Q).

Pour les courbes modulaires adéliques, les sous-groupes de congruence Γ ⊆ SL2(Z)
sont remplacés par les sous-groupes ouverts et compacts U ⊆ GL2(Af ). Comme vu dans
la section 2.2, par définition de la topologie sur GL2(Af ) et celle sur GL2(Qp) pour un
nombre premier p, une base de voisinages ouverts de l’origine est donnée par∏

p

UQp,mp (2.4.1)
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où UQp,mp est défini par (2.2.1) et mp = 0 pour tous les p en dehors d’un ensemble
fini. On dénote le groupe (2.4.1) par UN , où N est l’entier N =

∏
p p

mp . On a que
UN ∩SL2(Z) = Γ(N), et donc l’intersection de n’importe quel sous-groupe ouvert et com-
pact U ⊆ GL2(Af ) avec SL2(Z) est un sous-groupe de congruence. Dans l’interprétation
adélique, ce qui joue le rôle du quotient Γ\H est le double quotient

GL2(Q)+\H×GL2(Af )/K, (2.4.2)

où K agit par multiplication à droite sur GL2(Af ) et GL2(Q)+ agit à gauche sur H de la
façon habituelle, et par multiplication à gauche sur GL2(Af ). Étant donné K ⊆ GL2(Af )
suffisamment petit, le double quotient (2.4.2) s’identifie aux points complexes d’une courbe
algébrique, qui peut être définie sur Q. Cette courbe est un espace de module fin, qui re-
présente un foncteur associant, à un Q-schéma localement noethérien S, les classes d’iso-
génie de courbes elliptiques munies d’une "structure de niveau K". Nous ne donnons pas
les définitions détaillées ici (voir [Lan13, Definition 1.4.2.4] pour un traitement très gé-
néral), comme celles-ci sont plutôt techniques et comme seulement certaines propriétés
des constructions sont importantes pour expliquer la preuve du théorème 1.0.3. Les faits
principaux à connaître pour la suite sont les suivants :

(1) SiK est suffisamment petit, le problème de module admet un espace de module finXK

(i.e., le foncteur qui le définit est représentable), qui est un Q-schéma quasi-projectif et
lisse. [Lan13, Theorem 1.4.1.12, Theorem 7.2.3.10].

(2) Il existe un Q-schéma propre et normal X∗
K sur SpecQ dans lequel XK admet une

immersion ouverte dense. [Lan13, Theorem 7.2.4.1]

(3) Pour n’importe quelle courbe elliptique E/XK dans la classe d’isogénie associé au
morphisme id : XK −→ XK , le pushforward du faisceau cotangent de E sur XK est
un faisceau inversible ample (qui ne dépend pas du choix de E). Il existe un faisceau
inversible ample ωK sur X∗

K qui l’étend. [Lan13, Theorem 7.2.4.1]

(4) Pour tout g ∈ GL2(Af ) et tous K,K ′ suffisamment petits avec g−1Kg ⊆ K ′, la défini-
tion deXK′ etXK comme espaces de modules induit un morphisme de Q-schémas [g] :
XK −→ XK′ qui est fini, étale et surjectif. C’est un isomorphisme quand g−1Kg = K ′.
On a un isomorphisme canonique g : [g]∗ωK′ |XK′ −→ ωK |XK

. Si, de plus, on a
K ′′ ⊆ GL2(Af ) suffisamment petit et g′ ∈ GL2(Af ) tel que g′−1K ′g′ ⊆ K ′′, alors
on a les factorisations [gg′] = [g′] ◦ [g] et gg′ = g ◦ [g]∗g′ : [gg′]∗ωK′′ |XK′′ −→ ωK |XK

.
[Box15, Proposition 2.4.1].

(5) Le morphisme [g] s’étend en un morphisme fini et surjectif [g] : X∗
K −→ X∗

K′ ,
qui est un isomorphisme quand g−1Kg = K ′. Celui-ci induit un isomorphisme g :
[g]∗ωK′ −→ ωK qui étend l’isomorphisme g : [g]∗ωK′ |XK′ −→ ωK |XK

. Ces appli-
cations vérifient les mêmes factorisations que plus haut. [Lan13, Theorem 7.2.4.1]
[Box15, Proposition 3.3.10].

Comme X∗
K est un Q-schéma propre, il en va de même pour son changement de base

X∗
K,Qp

= X∗
K×SpecQSpecQp. En particulier,X∗

K,Qp
est un schéma de type fini sur SpecQp,

et donc on peut lui associer une variété analytique rigide X ∗
K , interprétée comme un espace
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adique sur Spa(Qp,Zp). Par les propriétés du foncteur de rigidification, on a toujours des
morphismes [g], des faisceaux inversibles amples que, par abus de notation, on continue de
noter ωK , et des morphismes induits g : [g]∗ωK′ −→ ωK qui satisfont les mêmes propriétés
que celles décrites précédemment. Cela demeure vrai si on remplace Qp par Cp.

2.5 Courbe modulaire perfectoïde et morphisme de pé-
riodes de Hodge-Tate

Dans ce qui suit, on spécialise la discussion de la section 2.6 au cas K = KpKp, où
Kp ⊆ GL2(Ap

f ) et Kp ⊆ GL2(Qp) sont des sous-groupes ouverts et compacts, et Kp est
suffisamment petit (contenu dans le groupe UN (cf. section 2.2) pour N ≥ 3 premier à p).
La raison de le faire est que la limite limKp→1 X ∗

KpKp
"existe", dans un sens précis qui est

expliqué plus loin, dans la catégorie des espaces perfectoïdes. De plus, cet espace admet un
morphisme

πHT : lim
Kp→1

X ∗
KpKp −→ (P1

Qp
)ad,

où (P1
Qp
)ad dénote l’espace adique associé au schéma P1

Qp
sur SpecQp. Ce morphisme ap-

paraît seulement lorsqu’on "passe au niveau infini en p". Cependant, celui-ci joue un rôle
crucial dans la preuve du théorème 1.0.3.

Les limites inverses n’existent pas toujours dans la catégorie des espaces adiques. Ce-
pendant, étant donné un système inverse d’espaces adiques, on a parfois un espace qui est
"presque" sa limite inverse, dans le sens suivant.

Définition 2.5.1 ([SW13, Definition 2.4.1]). Soit Xi, i ∈ I un système cofiltré d’espaces
adiques. Si X est un espace adique et fi : X −→ Xi, i ∈ I sont des morphismes com-
patibles avec ce système, alors on écrit X ∼ limi∈I Xi si les conditions suivantes sont
satisfaites.

(1) L’application continue |X| −→ limi∈I |Xi| induit par les |fi| : |X| −→ |Xi| est un
homéomorphisme.

(2) Il existe un recouvrement de X par des ouverts affinoïdes Spa(A,A+) tels que l’appli-
cation induite par les fi

colim
Spa(B,B+)⊆Xi

B −→ A,

où la colimite est sur la catégorie des ouverts affinoïdes contenus dans Xi (pour tous
les i) a travers lesquels se factorise le morphisme Spa(A,A+) −→ Xi, est d’image
dense.

Cette définition nous permet d’énoncer le théorème suivant, qui donne l’existence de la
courbe modulaire perfectoïde et énonce ses propriétés importantes.
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Théorème 2.5.2 ([Sch15, Theorem III.3.8]). Soit Kp ⊆ GL2(Ap
f ) un sous-groupe ouvert

et compact contenu dans UN pour N ≥ 3 premier à p.
(1) Il existe un espace perfectoïde X ∗

Kp sur Qcycl
p muni de morphismes πKpKp : X ∗

Kp −→
X ∗

KpKp
et d’une action de GL2(Qp) (comme espace adique, pas comme espace adique

sur Qcycl
p ) tel que

X ∗
Kp ∼ lim

Kp→1
X ∗

KpKp

de façon équivariante pour l’action de GL2(Qp). X ∗
Kp est unique à unique isomor-

phisme près.
(2) Il existe un morphisme d’espaces adiques sur Qp

πHT : X ∗
Kp −→ (P1

Qp
)ad,

appelé le morphisme de périodes de Hodge-Tate, qui est GL2(Qp)-équivariant (pour
l’action à droite habituelle de GL2(Qp) sur (P1

Qp
)ad). De plus, si O(1) dénote le fais-

ceau ample habituel sur (P1
Qp
)ad, on a une identification π∗

HTO(1) ∼= π∗
KpKp

ωKpKp

pour tout Kp.
(3) Si g ∈ GL2(Ap

f ) et g−1Kpg ⊆ (Kp)′ ⊆ UN pour un N ≥ 3 premier à p, alors il existe
un morphisme [g] : X ∗

Kp −→ X ∗
(Kp)′ , compatible avec les morphismes [g] : X ∗

KpKp
−→

X ∗
(Kp)′Kp

, et on a le diagramme commutatif suivant :

X ∗
Kp (P1

Qp
)ad

X ∗
(Kp)′

[g]

πHT

πHT

Ce morphisme est un isomorphisme quand g−1Kpg = (Kp)′.
(4) Pour les sous-ensembles ouverts V1, V2 ⊆ (P1

Qp
)ad définis par |y| ≤ |x| et |x| ≤ |y|

respectivement, où [x : y] sont les coordonnées projectives (de façon équivalente,
les sections globales habituelles du faisceau O(1) sur (P1

Qp
)ad), alors les préimages

VKp,1, VKp,2 de V1, V2 ainsi que leur intersection VKp,{1,2} sont affinoïdes perfectoïdes.
De plus, pour ∅ ̸= J ⊆ {1, 2}, il existe un système d’ouverts affinoïdes VKpKp,J pour
Kp suffisamment petit avec π−1

KpKp
(VKpKp,J) = VKp,J et tels que l’identification

X ∗
Kp ∼ lim

Kp→1
X ∗

KpKp

se restreint en
VKp,J ∼ lim

Kp→1
VKpKp,J .

En particulier,

colim
Kp→1

H0(VKpKp,J ,OX ∗
KpKp

) −→ H0(VKp,J ,OX ∗
Kp
)

est d’image dense.
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Remarque 2.5.3. On clarifie l’énoncé du théorème 2.5.2. Rappelons que par la section 2.4,
pour tout g ∈ GL2(Qp) (que l’on peut voir comme un élément de GL2(Af )) et tous Kp, K

′
p

suffisamment petits avec g−1Kpg ⊆ K ′
p, on a un morphisme

[g] : X ∗
KpKp

−→ X ∗
KpK′

p
.

L’énoncé de la partie (1) du théorème 2.5.2 indique qu’il existe un morphisme de groupes de
GL2(Qp) dans le groupe des automorphismes d’espaces adiques de X ∗

Kp qui fait commuter
le diagramme suivant :

X ∗
Kp X ∗

Kp

X ∗
KpKp

X ∗
KpK′

p

πKpKp

g

πKpK′
p

[g]

La notion d’être compatible avec les morphismes [g] : X ∗
KpKp

−→ X ∗
(Kp)′Kp

dans la partie
(3) est définie de façon analogue.

Remarque 2.5.4. Le théorème demeure vrai en remplaçant X ∗
KpKp

et P1
Qp

par X ∗
KpKp,Cp

et
P1
Cp

.

Remarque 2.5.5. Ici, on choisit les sections globales x, y de O(1) de sorte à ce que le point
∞ ∈ P1

Qp
corresponde à y = 0. C’est le choix opposé à celui fait dans [Pan25], où x et y

sont choisis de telle sorte que ∞ soit donné par x = 0.

2.6 Formes modulaires classiques et surconvergentes
On peut maintenant définir les formes modulaires classiques et les formes modulaires

p-adiques surconvergentes.

Définition 2.6.1. Soit R une Q-algèbre. Une forme modulaire classique de poids k et de
niveauK ⊆ GL2(Af ) (pourK contenu dans UN pourN ≥ 3) surR est une section globale

f ∈ H0(X∗
K , ω

⊗k
K ).

Une forme modulaire sur Qp (respectivement Cp) de niveau K et de poids k est, de fa-
çon équivalente, une section globale f ∈ H0(X ∗

K , ω
⊗k
K ) (respectivement H0(X ∗

K,Cp
, ω⊗k

K )),
par le théorème GAGA pour la rigidification. Dans tous les cas, le module des formes mo-
dulaires classiques d’un poids et d’un niveau donné sur un anneau R est de type fini, étant
le module des sections globales d’un faisceau cohérent sur un schéma ou une variété ana-
lytique rigide propre.

Pour les formes modulaires surconvergentes, on utilise la définition non standard de
Pan.
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Définition 2.6.2 ([Pan22, Definition 5.2.5, Lemma 5.2.9], [Pan25, Section 4] ). Soit Kp ⊆
GL2(Ap

f ) un sous-groupe ouvert et compact contenu dans UN pour un N ≥ 3 copremier
avec p. Pour Kp ⊆ GL2(Qp), on définit VKpKp comme l’ensemble des ouverts V ⊆
X ∗

KpKp,Cp
tels qu’il existe un voisinage ouvert V∞ de ∞ ∈ (P1

Cp
)ad avec π−1

KpKp
(V ) =

π−1
HT(V∞). Une forme modulaire p-adique de poids k et de niveau modéré Kp (sur Cp) est

un élément de la colimite filtrée

M †
k(K

p) := colim
Kp→1

colim
V ∈VKpKp

H0(V, ω⊗k
KpKp

).

En particulier, le formes modulaires classiques sur Cp de poids KpKp et de niveau
k sont naturellement un sous-espace de M †

k(K
p). De plus, une forme modulaire de ni-

veau modéré Kp est naturellement une forme modulaire de niveau modéré (Kp)′ pour tout
(Kp)′ ⊆ Kp.

On peut définir une action à droite de GL2(Af ) sur la tour des paires (X∗
K , ωK), via

les isomorphismes [g] : X∗
K −→ X∗

g−1Kg. Ceux-ci induisent une représentation lisse de
GL2(Af ) sur

colim
K→1

H0(X∗
K , ω

⊗k
K ),

où l’action de g est induite par les isomorphismes

H0(X∗
K , ω

⊗k
K ) −→ H0(X∗

gKg−1 , [g]∗ω⊗k
K )

g−→ H0(X ∗
gKg−1 , ω⊗k

gKg−1).

On peut montrer que l’ensemble des élémentsK-invariants pour cette action sur la colimite
est exactement l’image de H0(X∗

K , ω
⊗k
K ), et donc on a une action de l’algèbre de Hecke

Q[GL2(Af )//K] sur H0(X∗
K , ω

⊗k
K ). Par changement de base et analytification, on obtient

des représentations lisses de GL2(Af ) sur les espaces

colim
K→1

H0(X∗
K,R, ω

⊗k
K ),

colim
K→1

H0(X ∗
K , ω

⊗k
K ),

et

colim
K→1

H0(X ∗
K,Cp

, ω⊗k
K ),

qui induisent des actions de l’algèbreR[GL2(Af )//K] (respectivement Zp[GL2(Af )//K])
sur H0(X∗

K,R, ω
⊗k
K ) (respectivement H0(X ∗

K , ω
⊗k
K ) et H0(X ∗

K,Cp
, ω⊗k

K )).

Par la partie (3) du théorème 2.5.2, on a aussi une action à droite de GL2(Ap
f ) sur la

tour des (V, ωKpKp |V ), pour V ∈ VKpKp pour les différents Kp, Kp suffisamment petits.
Cette action se restreint naturellement aux tours des (VKpKp , ωKpKp |VKpKp

) pour Kp ⊆ Kp
0
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et VKpKp la préimage de V ∈ VKp
0Kp

par les morphismes [id] : X ∗
KpKp

−→ X ∗
Kp

0Kp
. On

obtient une représentation lisse de GL2(Ap
f ) sur chaque colimite

colim
Kp→1

H0(VKpKp , ω
⊗k
KpKp

).

Encore une fois, l’ensemble des éléments Kp
0 -invariants est donné par H0(VKpKp , ω

⊗k
Kp

0Kp
),

donc ce sous-espace admet une action de l’algèbre de Hecke Zp[GL2(Ap
f )//K

p
0 ].

Remarque 2.6.3. Le même argument permet de construire une action de Zp[GL2(Ap
f )//K

p]

sur H0(V, ω⊗k
KpKp

) pour tout V tel que π−1
KpKp

(V ) coïncide avec la préimage d’un ouvert de
(P1

Cp
)ad.

Par les propriétés de factorisation des morphismes [g], pour Kp ⊆ K ′
p des sous-groupes

ouverts et compacts suffisamment petits, on a

X ∗
gKpg−1Kp,Cp

X ∗
KpKp,Cp

X ∗
gKpg−1K′

p,Cp
X ∗

KpK′
p,Cp

[g]

[id] [id]

[g]

les deux compositions étant égales à [g] : X ∗
gKpg−1Kp,Cp

−→ X ∗
KpK′

p,Cp
. En particulier,

les actions de l’algèbre de Hecke induisent une action sur M †
k(K

p). Enfin, M †
k(K

p) ad-
met aussi une action à gauche de B(Qp), le sous-groupe de GL2(Qp) formé des matrices
triangulaires supérieures. En effet, étant donné g ∈ B(Qp) et V ∈ VKpKp , on a que
[g]−1(V ) ∈ VKpgKpg−1 . Cela suit du fait qu’on a un diagramme commutatif

X ∗
Kp(Kp∩gKpg−1),Cp

X ∗
Kp,Cp

(P1
Cp
)ad

X ∗
KpKp,Cp

X ∗
Kp,Cp

(P1
Cp
)ad

[g]

πHTπKp(Kp∩gKpg−1)

g

πKpKp
πHT

g

et que le stabilisateur de ∞ ∈ (P1
Cp
)ad dans GL2(QP ) estB(Qp). Comme avant, cela définit

une action sur

colim
Kp→1

colim
V ∈VKpKp

H0(V, ω⊗k
KpKp

) =M †
k(K

p).

Remarque 2.6.4. La définition de ces actions permet de déduire certaines propriétés.
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(1) L’algèbre de Hecke Zp[GL2(Ap
f )//K

p] agit surH0(X ∗
KpKp,Cp

, ω⊗k
KpKp

) via le morphisme
naturel

Zp[GL2(Ap
f )//K

p] −→ Zp[GL2(Af )//K
pKp].

Le morphisme H0(X ∗
KpKp,Cp

, ω⊗k
KpKp

) −→M †
k(K

p) est équivariant pour cette action.

(2) L’action de B(Qp) commute avec celle de GL2(Ap
f ), et donc avec celles des algèbres

de Hecke.

En vertu de la définition de la topologie sur GL2(Ap
f ), on peut supposer que Kp ⊆

GL2(Ap
f ) un sous-groupe ouvert et compact de la forme Kp =

∏
ℓ̸=pKℓ avec Kℓ =

GL2(Zℓ) pour tout ℓ ̸∈ S, où S est un ensemble fini de nombres premiers contenant p.
On a alors une action de l’algèbre de Hecke sphérique

Zp

[
GL2(AS

f )//
∏
ℓ̸∈S

GL2(Zℓ)
]

(2.6.5)

sur l’espace des formes modulaire surconvergentes de niveau modéré et poids donné à
travers l’action de Z[GL2(Ap

f )//K
p].

Définition 2.6.6. Soit Kp comme plus haut.

(1) Une forme propre classique de niveau KpKp et de poids k est un vecteur propre com-
mun pour l’action des éléments de (2.6.5) sur l’espace des formes modulaires clas-
siques de niveau KpKp et de poids k.

(2) Une forme propre surconvergente de niveau modéré Kp et de poids k est un vecteur
propre commun pour l’action des éléments de (2.6.5) sur l’espace des formes modu-
laires p-adiques surconvergentes de niveau modéré Kp et de poids k, telle que le corps
engendré par Qp et toutes les valeurs propres est une extension finie de Qp.

Remarque 2.6.7. Voici quelques remarques sur la définition.

(1) Le morphisme M †
k(K

p) −→M †
k((K

p)′) pour (Kp)′ ⊆ Kp préserve la notion de forme
propre surconvergente. Il préserve aussi les valeurs propres des Tℓ, Sℓ pour les ℓ tels
que Kℓ = GL2(Zℓ).

(2) L’extension de Q engendrée par l’ensemble des valeurs propres associées à une forme
propre classique est une extension finie de Q, et donc une forme propre classique est
forme propre surconvergente. Cela suit de la théorie classique des formes modulaires
et du fait que Cp et C sont (non canoniquement) isomorphes.

(3) Il existe beaucoup de formes propres classiques. En fait, il suit de la théorie habituelle
des formes modulaires (cf., par exemple, [DS05, Corollary 5.6.3]) que l’espace des
formes modulaires classiques de niveau KpKp et de poids k admet une base de formes
propres. Nous ne montrons pas l’existence de formes propres surconvergentes qui ne
sont pas classiques dans ce mémoire.
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2.7 Représentations galoisiennes
Dans cette section, on rappelle certaines définitions et certains résultats de la théorie

des représentations de groupes et des représentations galoisiennes. L’un de nos buts est
de définir la représentation associée à une forme propre surconvergente. Pour ce faire, on
commence par rappeler la notion de trace d’une représentation.

Définition 2.7.1. Soit G un groupe et ρ : G −→ EndF (V ) une représentation de G sur
le F -espace vectoriel de dimension fini V . La trace de la représentation ρ est la fonction
Tr ρ : G −→ F envoyant g ∈ G vers Tr(ρ(g)), la trace comme endomorphisme.

La trace d’une représentation est particulièrement intéressante pour les représentations
semi-simples sur les corps de caractéristique 0.

Définition 2.7.2. Une représentation ρ : G −→ EndF (V ) d’un groupe G sur un F -espace
vectoriel de dimension finie V est dite simple ou irréductible si V n’admet pas de sous-
représentation non triviale (i.e., s’il n’existe pas de sous-espace V ′ ⊆ V différent de 0, V
tel que V ′ est préservé par G). Elle est dite semi-simple si on a une décomposition V =⊕m

i=1 Vi où, pour tout i, Vi est une sous-représentation et la restriction de l’action de G à
Vi en fait une représentation simple.

Étant donné une représentation de dimension finie quelconque, on peut lui associer une
représentation semi-simple de même dimension de façon canonique.

Définition 2.7.3. Soit ρ une représentation d’un groupe G sur V , un F -espace vectoriel
de dimension d. Si 0 = V0 ⊊ V1 ⊊ V2 ⊊ . . . ⊊ Vn = V est une filtration saturée
de sous-représentations, alors

⊕n
i=1 Vi/Vi−1 est une représentation semi-simple appelée la

semi-simplification de ρ.

Par construction, la semi-simplification d’une représentation de dimension d est de di-
mension d. La définition ne dépend pas du choix des Vi par le théorème de Jordan-Hölder.
Enfin, si F est un corps non archimédien (par exemple), G est un groupe topologique et la
représentation ρ est continue, si on munit chaque facteur Vi/Vi−1 de la norme quotient, la
semi-simplification de ρ est continue.

Une représentation semi-simple de dimension finie sur un corps de caractéristique 0 est
complètement déterminée par sa trace.

Proposition 2.7.4. Soit G un groupe, F un corps, et ρ : G −→ EndF (V ) et ρ′ : G −→
EndF (V

′) des représentations semi-simples. Si Tr ρ = Tr ρ′, alors ρ et ρ′ sont isomorphes
comme représentations, c’est-à-dire qu’il existe un isomorphismeG-équivariant V −→ V ′.

En fait, on a un résultat plus général venant de l’algèbre commutative.

Définition 2.7.5. Pour G un groupe et R un anneau, on définit R[G], l’algèbre de groupe
de G, comme l’ensemble des fonctions à support fini G −→ R. On peut le munir d’une
structure deR-module via (af1+bf2)(g) = af1(g)+bf2(g) pour tous f1, f2 ∈ R[G], a, b ∈
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R et g ∈ G. On peut faire de R[G] une algèbre associative et unitale, mais généralement
pas commutative, via la formule

(f1f2)(g) =
∑
g′∈G

f1(g
′)f2((g

′)−1g).

UneR-base deR[G] est donnée par les fonctions indicatrices 1g des éléments g ∈ G, et
on peut identifier g et 1g. Il est clair que pour F un corps, la donnée d’une représentation de
G sur F -espace vectoriel de dimension finie V est équivalente à celle d’un F [G]-module,
en faisant agir 1g par ρ(g), et que cette identification met en correspondance les représenta-
tions simples (respectivement semi-simples) avec les sous-modules à gauche simples (res-
pectivement semi-simples) de F [G]. On peut aussi définir la trace d’un élément f de F [G]
pour un module à gauche V de dimension finie sur F comme la trace de l’endomorphisme
F -linéaire donné par la multiplication par f . Notons que la fonction Tr : F [G] −→ F est
alors F -linéaire, donc elle est déterminée par les valeurs de Tr(1g) = Tr(ρ(g)). On a le
résultat suivant.

Proposition 2.7.6 ([Lan02, XVII, Corollary 3.8]). Soit F un corps de caractéristique 0, B
une F -algèbre pas forcément commutative et V, V ′ des B-modules à gauche semi-simples
de dimension finie sur F . Si TrV = TrV ′ , alors V ∼= V ′ comme B-modules.

En appliquant ce résultat à B = F [G] et V, V ′ les B-modules à gauche associé à des
représentations ρ, ρ′, on déduit la proposition 2.7.4.

Concentrons nous maintenant sur le cas qui nous intéresse, soit celui des représentations
continues deG = GQ. On commence par rappeler la définition d’un Frobenius géométrique
associé à nombre premier p. L’action de GQp sur Qp préserve sa valeur absolue habituelle,
et donc aussi son anneau des entiers

OQp
= {x ∈ Qp : |x| ≤ 1}

et son idéal maximal
mQp

= {x ∈ Qp : |x| < 1}.

Il suit que σ induit, par réduction modulo mQp
, un élément de Gal(Fp/Fp), comme

OQp
/mQp

= Fp.

Cela définit un morphisme de groupes

GQp −→ Gal(Fp/Fp),

et on peut montrer que celui-ci est surjectif. Si IQp est son noyau, alors on a un isomor-
phisme de groupes

GQp/IQp −→ Gal(Fp/Fp).
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Le côté droit est engendré topologiquement par le morphisme de Frobenius x 7−→ xp, dans
le sens que le sous-groupe engendré par cet élément est dense dans Gal(Fp/Fp). On appelle
Frobenius géométrique n’importe quel élément de la classe modulo IQp qui est envoyé vers
l’inverse de x 7−→ xp. On appelle aussi Frobenius géométrique en p, noté Frobp, n’im-
porte quel élément σ ∈ GQ qui est identifié à un Frobenius géométrique via une inclusion
GQp ⊆ GQ induite par un choix de plongement Q −→ Qp. L’image de Ip dans GQ est
appelé un sous-groupe d’inertie. Tous les sous-groupes d’inerties sont conjugués.

Bien que Frobp ne soit pas un élément bien défini de GQ, pour certaines représentations
ρ, la trace Tr ρ(Frobp) a un sens.

Définition 2.7.7. Soit ρ : GQ −→ EndF (V ), une représentation de GQ sur un F -espace
vectoriel V de dimension finie. On dit que ρ est non ramifiée en p si ρ(Ip) = {id} pour Ip
un groupe d’inertie. Pour S un ensemble de nombres premiers, on dit que ρ est non ramifiée
hors de S si elle est non ramifiée pour tout nombre premier n’appartenant pas à S.

Remarque 2.7.8. Une représentation ρ : GQ −→ EndF (V ) est non ramifiée en dehors de
S si et seulement si ρ se factorise par GQ,S , le groupe de Galois de la plus grande extension
de Q non ramifiée en dehors de S.

Comme le sous-groupe d’inertie pour un nombre premier p est défini à conjugaison
près, cette définition ne dépend pas du choix arbitraire de Ip. Comme la trace d’une matrice
est invariante par conjugaison et que les sous-groupes de décomposition de GQ sont conju-
gués, il suit que si ρ est non ramifiée en p, Tr ρ(Frobp) ne dépend pas du choix de Frobp. En
fait, par ce même raisonnement, le polynôme caractéristique de l’endomorphisme associé à
n’importe quel Frobenius géométrique est le même. Une raison importante de s’intéresser
aux traces des Frobenius géométriques est la proposition suivante.

Proposition 2.7.9. Soit G un groupe topologique, F un corps topologique qui est de Haus-
dorff, et ρ : G −→ EndF (V ), ρ′ : G −→ EndF (V

′) des représentations continues semi-
simples sur des F -espaces vectoriels de même dimension d non ramifiées en dehors d’un
ensemble fini S de nombres premiers. Si Tr ρ(Frobp) = Tr ρ′(Frobp) pour tout p ̸∈ S, alors
ρ et ρ′ sont isomorphes comme représentations.

Démonstration. Ce résultat suit directement de 2.7.4 si on peut montrer que {Frobp : p ̸∈
S} est dense dans GQ. En effet, comme ρ et ρ′ sont continues et que l’application de trace
EndF (V ) −→ F est continue, on a alors que Tr ρ et Tr ρ′ sont des fonctions continues vers
un espace de Hausdorff qui coïncident sur un sous-ensemble dense de GQ, donc elles coïn-
cident sur tout GQ. Pour montrer la densité des Frobenius géométriques, on remarque que
par définition de la topologie de Krull, il suffit de montrer que la restriction des Frobenius
à Gal(L/Q) pour toute extension finie L/Q intersecte toutes les classes de conjugaisons.
Cela suit du théorème de densité de Chebotarev.

La proposition 2.7.9 nous permet de définir la représentation associée à une forme
propre surconvergente.
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Définition 2.7.10. Soit f une forme modulaire surconvergente propre de niveau modéré
Kp ⊆ GL2(Ap

f ), de la forme Kp =
∏

ℓ̸=pKℓ, avec Kℓ = GL2(Zℓ) pour tous les premiers
ℓ ̸∈ S ′, un ensemble fini. Soit S = S ′ ∪ {p}. Écrivons, pour ℓ ̸∈ S un nombre premier,
ℓ−1Tℓf = λℓf et ℓ−1Sℓf = µℓf . Fixons un morphisme Qp(λℓ, µℓ, ℓ ̸∈ S) −→ Qp. La
représentation p-adique associée à f est l’unique représentation continue de dimension 2
sur Qp qui est semi-simple, non ramifiée en dehors de S et pour laquelle pour laquelle

Tr ρ(Frobℓ) = λℓ

et
det ρ(Frobℓ) = µℓ

pour tout ℓ ̸∈ S.

La représentation associée à une forme propre surconvergente existe toujours (voir
[Hid89]). Par la proposition 2.7.4, la condition Tr ρ(Frobℓ) = λℓ pour ℓ ̸∈ S est déter-
mine à elle seule la représentation associée à une forme modulaire propre. Enfin, on peut
montrer que la représentation associée à une forme propre surconvergente est définie sur
une extension finie de Qp. Cela suit, par exemple, de notre démonstration du théorème 1.0.3
(cf. remarque 4.3.2).

Un outil utile pour la suite est que, dans un certain sens, la proposition 2.7.4 admet une
réciproque lorsqu’on est sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0 : pour toute
fonction qui se comporte comme la trace d’une représentation (continue) de dimension d
sur un corps (topologique) algébriquement clos, il existe une représentation (continue) dont
c’est la trace, qui est unique à isomorphisme près. Pour rendre ce résultat plus précis, on
doit définir la notion de pseudo-représentation, introduite par Wiles en dimension 2 (cf.
[Wil88]) et par Taylor en dimension arbitraire (cf. [Tay91]).

Définition 2.7.11 ([Tay91, Section 1.1]). Soit G un groupe et R un anneau. Une pseudo-
représentation de G de dimension d sur R est une application T : G −→ R qui possède les
propriétés suivantes :
(1) T (1) = d.
(2) T (g1g2) = T (g2g1).
(3) Soit Sd+1 le groupe symétrique pour l’ensemble {1, . . . , d+ 1}. On a∑

σ∈Sd+1

sgn(σ)Tσ(g1, . . . , gd+1) = 0,

où sgn(σ) est le signe de la permutation σ, et, si la décomposition en cycles de σ est

σ = (i
(1)
1 . . . i(1)r1

) . . . (i
(m)
1 . . . i(m)

rm ),

on définit
Tσ(g1, . . . , gd+1) := T (g

i
(1)
1
. . . g

i
(1)
r1

) · · ·T (g
i
(m)
1

. . . g
i
(m)
rm

).

C’est bien défini par (2).
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SiG est un groupe topologique,R est un anneau topologique et T est une fonction continue,
on dit que T est une pseudo-représentation continue.

La trace d’une représentation ρ : G −→ AutR(M), où M est un module libre de rang d
sur un anneauR, est une pseudo-représentation de dimension d surR. SiG etR sont munis
d’une topologie et ρ est continue, la pseudo-représentation associée est continue. Dans
les deux cas, la seule propriété qui n’est pas immédiate est la propriété (3). On renvoie à
[Tay91, section 1.2] pour la preuve. SiR est un corps algébriquement clos de caractéristique
0, toute pseudo-représentation est obtenue de cette façon.

Théorème 2.7.12 ([Tay91, Theorem 1 (2)]). Soit T une pseudo-représentation de dimen-
sion d d’un groupe G sur F un corps algébriquement clos. Alors il existe une représenta-
tion semi-simple ρ : G −→ AutF (V ) de dimension d, unique à isomorphisme près, telle
que T = Tr ρ. Si G est un groupe topologique, F est un corps topologique et T est une
quasi-représentation continue, alors ρ est continue.

On définit aussi une généralisation de la notion de déterminant et de polynôme caracté-
ristique.

Définition 2.7.13. Soit R un anneau.

(1) Pour M un R-module, on définit un foncteur M de la catégorie des R-algèbres vers la
catégorie des ensembles qui envoie une algèbre A/R vers M ⊗R A et un morphisme
de R-algèbres f : A −→ A′ vers l’application induite 1⊗R f :M ⊗RA −→M ⊗RA

′.

(2) Pour M,N des R-modules, une loi polynôme de M dans N est une transformation
naturelle P : M −→ N . Elle est appelée homogène de degré d si elle satisfait, pour
toute R-algèbre A, ηA(am) = adηA(m) pour tout m ∈ M ⊗A A et a ∈ A. [Rob63,
Chapitre I]

(3) Un déterminant de dimension d à valeurs dans R sur un groupe G est une loi polynôme
D : R[G] −→ R qui est homogène de degré d et qui est multiplicative, c’est-à-dire qui
satisfait aussi DA(1) = 1 et DA(ff

′) = DA(f)DA(f
′) pour toute R-algèbre A et tous

f, f ′ ∈ R[G]⊗R A = A[G]. [Che14].

Remarque 2.7.14. Les noms de loi polynôme et de loi polynôme homogène de degré d
peuvent être justifiés de la façon suivante. Soit R[X1, X2, . . .] l’anneau polynomial en un
nombre infini dénombrable de variables. Étant donnéM etN desR-modules et P :M −→
N une loi polynôme, on considère le morphisme correspondant

PR[X1,X2,...] :M ⊗R R[X1, X2, . . .] −→ N ⊗R R[X1, X2, . . .].

Pour toute collection (mi)i≥1 avec mi ∈ M et mi = 0 en dehors d’un sous-ensemble fini,
on a

PR[X1,X2,...]

(∑
i

mi ⊗Xi

)
=
∑
α

cα,(mi)i≥1
⊗Xα,
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où la deuxième somme est sur les multi-indices α = (αj)j≥1 avec αj = 0 en dehors d’un
ensemble fini de j, et cα,(mi)i≥1

∈ N est nul en dehors d’un ensemble fini de α, de sorte
que le côté droit soit un polynôme. Si A est une R-algèbre et a1, . . . , an ∈ A, alors, via le
morphisme

R[X1, X2, . . .] −→ A

qui envoie Xi vers ai pour 1 ≤ i ≤ n et Xi vers 0 pour i > n, la définition d’une loi
polynôme implique que

PA

(∑
i

mi ⊗ ai

)
=
∑
α

cα,(mi)i≥1
aα,

où a = (ai)i≥1 avec ai = 0 pour i > n, mi ∈ M pour tout i et mi = 0 pour i > n.
Ainsi, une loi polynôme P est déterminée par les polynômes PR[X1,X2,...]

(∑
imi ⊗ Xi

)
.

Le même argument montre qu’on peut demander que les mi qui sont non nuls soient dans
un ensemble fixé de générateurs de M . Toute permutation σ de l’ensemble des entiers
strictement positifs induit un automorphisme de R-algèbre sur R[X1, X2, . . .], que l’on
notera aussi par σ. Il suit alors de la définition de loi polynôme que

σ
(
PR[X1,X2,...]

(∑
i

mi ⊗Xi

))
= PR[X1,X2,...]

(∑
i

mi ⊗Xσ(i)

)
. (2.7.15)

Si P est homogène de degré d, alors les polynômes PR[X1,X2,...]

(∑
imi ⊗Xi

)
sont homo-

gènes de degré d. En effet, si on considère l’inclusion d’anneaux polynomiaux

R[X1, X2, . . .] −→ R[Y,X1, X2, . . .]

et le morphisme
R[X1, X2, . . .] −→ R[Y,X1, X2, . . .]

qui envoie Xi sur Y Xi, alors il suit de la définition que

Y dPR[X1,X2,...]

(∑
i

mi ⊗Xi

)
= PR[Y,X1,X2,...]

(∑
i

mi ⊗ Y Xi

)
,

et donc on a l’égalité de polynômes∑
α

cα,(mi)i≥1
⊗XαY d =

∑
α

cα,(mi)i≥1
⊗XαY degα.

Cela force cα,(mi)i≥1
= 0 pour degα ̸= d, comme voulu. En vertu de (2.7.15) et de la

définition de loi polynôme, P est complètement déterminé par les polynômes homogènes
de degré d donnés par PR[X1,X2,...,Xd]

(∑d
i=1mi⊗Xi

)
pour les collections (mi)

d
i=1 avec les

mi dans n’importe quel sous-ensemble de générateurs de M comme R-module.
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Étant donné une représentation ρ d’un groupe G sur Rd pour un anneau R, on obtient,
pour toute R-algèbre A, une représentation ρA de G sur Ad obtenue par changement de
base. On a alors que les applications

det ρA : A[G] −→ A∑
g∈G

ag1g 7−→ det
(∑

g∈G

agρ(g)
)

forment un déterminant de dimension d à valeurs dansR surG. Étant donné un déterminant
D de dimension d à valeurs dans R sur un groupe G, on définit, pour toute R-algèbre
A, le polynôme caractéristique d’un élément f ∈ A[G] par DA[X](X − f) ∈ A[X]. Si
D correspond au déterminant d’une représentation, cette notion coïncide avec la notion
habituelle de polynôme caractéristique. En général, le polynôme obtenu est unitaire et de
degré d. En effet, il suit de la remarque 2.7.14 que pour tous n ≥ 2 et g2, . . . , gn ∈ G, on a
un polynôme

DR[X1,...,Xn](1⊗X1 + . . .+ 1gn ⊗Xn) =
∑
α

degα=d

cα,(gi)ni=2
Xα.

Ainsi, si A est une R-algèbre, f =
∑n

i=2 ai1g ∈ A[G], alors, en considérant le morphisme
de R-algèbres R[X1, . . . , Xn] −→ A[X] qui envoie X1 sur X et Xi sur −ai pour i ≥ 2, on
peut écrire

DA[X](X − f) =
d∑

i=0

(−1)i(Λi)A(f)X
d−i

pour (Λi)A(f) ∈ A. Ce même argument montre que Λi est une loi polynôme homogène de
degré i de A[G] dans A pour tout i. En particulier, en considérant le morphisme A[X] −→
A d’évaluation en 0, on déduit que DA = (Λd)A. Ensuite, il suit de la remarque 2.7.14
que, comme Λ0 est homogène de degré 0, elle est donnée par un système d’applications
constantes (Λ0)A(f) = r · 1 pour toute R-algèbre A, où r ∈ R. Pour conclure que r = 1,
on remarque que

DR[X1,X2](1⊗X1 + 1⊗X2) =
d∑

i=0

cd−iX
d−i
1 X i

2

avec ci = cd−i (en considérant l’automorphisme de R[X1, X2] qui inverse les deux va-
riables). Il suit que

DR[X](X1 − 1) =
d∑

i=0

(−1)icd−iX
d−i
1 =

d∑
i=0

(−1)i(Λi)R(1)X
d−i
1 ,

et donc r = (Λ0)R(1) = (Λd)R(1) = 1. Enfin, comme Λ1 est une loi polynôme de degré
1, l’application (Λ1)A : A[G] −→ A est A-linéaire pour tout A, et il est raisonnable d’ap-
peler sa restriction à G la trace TrD associée au déterminant D. Celle-ci est une pseudo-
représentation, par [Che14, Lemma 1.12].
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La théorie des déterminants est plus commode que celle des pseudo-représentations en
caractéristique positive. Notamment, on a une version améliorée du théorème 2.7.12 qui
fonctionne en toute caractéristique.

Théorème 2.7.16 ([Che14, Theorem 2.12]). Si F est un corps algébriquement clos et D
est un déterminant de dimension d à valeurs dans F sur un groupe G, alors il existe une
unique (à isomorphisme près) représentation semi-simple ρ de dimension d de G sur F
telle que D = det ρ.

SiR est une Q-algèbre, la donnée d’un déterminant est la même que celle d’une pseudo-
représentation.

Proposition 2.7.17 ([Che14, Proposition 1.27]). SoitR une Q-algèbre. L’applicationD 7−→
TrD de l’ensemble des déterminants de degré d à valeurs dans R sur un groupe G dans
l’ensemble des pseudo-représentations de dimension d sur R de G est bijective.

Enfin, comme pour les pseudo-représentations, il existe une notion de continuité d’un
déterminant quand le groupe G et l’anneau R sont munis d’une topologie.

Définition 2.7.18. Soit G un groupe topologique et R un anneau topologique. Un détermi-
nant D de dimension d à valeurs dans R sur G est continu si les applications

G −→ R

g 7−→ Λi(1g)

pour i = 1, . . . , d sont continues.

Il est immédiat de la définition que la trace d’un déterminant continu est une pseudo-
représentation continue. De plus, un déterminant continu surG est complètement déterminé
par les restrictions Λi|E pour E n’importe quel sous-ensemble dense E ⊆ G (voir [Che14,
section 2.30]). Étant donné un déterminant D (continu) à valeurs dans R et un morphisme
d’anneaux (continu) R −→ R′, on obtient un déterminant (continu) de même dimension
sur R′ par restriction de D à la catégorie des R′-algèbres.

On remarque qu’on peut "recoller" des déterminants continus à valeurs dans des an-
neaux A1, . . . , An en un déterminant continu à valeurs dans

∏
iAi.

Proposition 2.7.19. Soient R1, . . . , Rn des anneaux topologiques et G un groupe topo-
logique, et, pour i = 1, . . . , n, soit Di un déterminant continu de dimension d à valeurs
dans Ri sur G. Alors il existe un déterminant D =

∏
iDi de dimension d à valeurs dans

R =
∏

iRi sur G, continu pour la topologie produit, tel que, pour tout i, le déterminant à
valeurs dans Ri induit par le morphisme R −→ Ri est Di.

Démonstration. On a
R[G] =

∏
i

Ri[G]
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comme R-algèbres. Pour toute R-algèbre A, on a une décomposition naturelle

A =
∏
i

Ai

comme R-algèbres, où Ai est une Ri-algèbre. On définit DA : R[G] ⊗R A −→ A par la
composition

R[G]⊗R A =
∏
i

(Ri[G]⊗Ri
Ai)

∏
i(Di)Ai−→

∏
i

Ai = A.

C’est clairement un déterminant. Le polynôme caractéristique de l’élément g ∈ G est donné
par (Di(X−1g))i ∈

∏
iAi[X] = A[X], et donc, pour tout j, ΛA

j =
∏

i Λ
Ai
j , qui est continu

pour la topologie produit.

Enfin, on a besoin d’un résultat sur le relèvement de déterminants. Soit F un corps fini
de caractéristique p. On suppose qu’on a un déterminant D de dimension d à valeurs dans
F sur G, continu pour la topologie discrète sur F. Soit W (F) l’anneau des vecteurs de Witt
(qui s’identifie à l’anneau des entiers d’une extension finie de Qp, et dont l’idéal maximal
est engendré par p). On considère la catégorie C desW (F)-algèbres (commutatives) locales
et profinies de corps résiduel F. On définit un foncteur covariant F de C vers la catégorie
des ensembles qui envoie une W (F)-algèbre locale et profinie A vers l’ensemble des dé-
terminants continus de dimension d à valeurs dans A sur G pour lesquels le morphisme
canonique de passage au quotient par l’idéal maximal A −→ F (qui est continu) induit le
déterminant D. On a le résultat suivant.

Proposition 2.7.20 ([Che14, section 3.1]). Le foncteur F est représentable par une W (F)-
algèbre locale et profinie. Cette algèbre est noethérienne, et donc est de la forme

W (F)[[X1, . . . , Xn]]/I

pour un idéal I , muni de la topologie quotient (pour la topologie (p,X1, . . . , Xn)-adique
sur W (F)[[X1, . . . , Xn]]).

2.8 Théorie de Sen
Un programme de Sen, débuté dans [Sen80], permet d’étudier les représentations semi-

linéaires continues de dimension finie du groupe de Galois GQp sur Cp. Le groupe GQp agit
sur Qp par des applications continues, et son action s’étend à Cp en définissant

σ(x) = lim
n→∞

σ(xn),

pour σ ∈ GQp , x ∈ Cp et (xn)n une suite d’éléments dans Qp qui converge vers x. On
vérifie aisément que cela ne dépend pas du choix de suite (xn)n.
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Définition 2.8.1. Une représentation semi-linéaire de GQp de dimension d sur un corps
K ⊆ Cp est un K-espace vectoriel W de dimension d muni d’une action de GQp qui vérifie

σ(v + v′) = σ(v) + σ(v′)

et

σ(av) = σ(a)σ(v)

pour tous a ∈ K, v ∈ V , où l’action de σ sur a est donnée par l’action habituelle de
GQp sur Cp. Elle est continue si, pour un choix de base e1, . . . , en de W , l’application
GQp −→ GLn(K) envoyant un élément σ vers la matrice dont les colonnes correspondent
aux décompositions de σ(e1), . . . , σ(en) dans la base e1, . . . , en est continue.

Remarque 2.8.2. Soit Uσ ∈ GLn(K) la matrice correspondant à σ ∈ GQp pour une
représentation semi-linéaire et une base e1, . . . , en. Alors, pour tous σ, τ ∈ GQp , on a
Uστ = Uσσ(Uτ ). Aussi, si f1, . . . , fn est une autre K-base, M est la matrice qui exprime
la base e1, . . . , en dans la base f1, . . . , fn et Vσ est la matrice correspondant à σ pour la
base f1, . . . , fn, alors Uσ =M−1Vσσ(M). En particulier, la définition d’une représentation
semi-linéaire continue ne dépend pas du choix de base.

Étant donné une représentation semi-linéaire continue de dimension d de GQp sur un
Cp-espace vectoriel W , on peut construire un opérateur Qp(µp∞)-linéaire canonique φ sur
un certain sous-Qp(µp∞)-espace vectoriel canonique W∞ de W . Cet opérateur, et surtout
sa classe de conjugaison, est un invariant important la représentation W . En particulier,
sa classe de conjugaison détermine la classe d’isomorphisme de W comme représentation
semi-linéaire.

Pour la construction de φ, notons que pour le Qcycl
p -espace vectoriel

Ŵ∞ := {w ∈ W : σ(w) = w pour tout σ ∈ Gal(Qp/Qp(µp∞))},

on a Ŵ∞ ⊗Qcycl
p

Cp = W (voir [Sen80, Theorem 2]). L’action de GQp sur W se res-

treint en une représentation semi-linéaire de GQp sur Ŵ∞, qui se factorise par le quotient
Gal(Qp(µp∞)/Qp). Maintenant, si on définit W∞ comme le sous-Qp(µp∞)-espace vecto-
riel formé des éléments w pour lesquels l’espace vectoriel ⟨σ(w), σ ∈ Gal(Qp(µp∞)/Qp)⟩
est de dimension finie sur Qp, on a W∞ ⊗Qp(µp∞ ) Qcycl

p = Ŵ∞ (voir [Sen80, Theorem
3]). Ainsi, la représentation semi-linéaire W est complètement déterminée par l’action de
Gal(Qp(µp∞)/Qp) sur W∞. On peut associer à cette dernière un opérateur canonique φ.

Théorème 2.8.3 ([Sen80, Theorem 4]). Il existe un unique opérateur Qp(µp∞)-linéaire sur
W∞ tel que pour tout w ∈ W∞, il existe un sous-groupe ouvert Γw avec

σ(w) = exp(φ logχ(σ))w

pour tout σ ∈ Γw, où χ est le caractère cyclotomique et log est le logarithme p-adique.
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L’opérateur φ est appelé l’opérateur de Sen de W . Explicitement, on a

Gal(Qp(µp∞)/Qp) ∼= Z×
p

comme groupe topologiques, via le caractère cyclotomique. On a aussi que Z×
p se décom-

pose comme un produit d’un groupe fini discret et de Zp. Fixons γ ∈ Gal(Qp(µp∞)/Qp) un
élément correspondant à un générateur de Zp. En particulier, tout élément du sous-groupe
ouvert correspondant à cette copie de Zp s’écrit comme γt pour un unique t ∈ Zp. Pour
tout w ∈ W∞, on a

φ(w) =
1

logχ(γ)
lim
t→0

γt(w)− w

t
. (2.8.4)

En particulier, φ commute avec l’action de Gal(Qp(µp∞)/Qp) sur W∞. L’opérateur φ cap-
ture totalement la structure de représentation semi-linéaire sur W . Plus précisément, deux
représentations semi-linéaires de dimension finie de GQp sont isomorphes si et seulement
si leurs opérateurs de Sen sont similaires.

Les représentations semi-linéaires de GQp auxquelles on s’intéresse principalement
dans ce qui suit sont celles induites par des représentations (linéaires) de GQp sur des ex-
tensions finies de Qp. Étant donné une représentation continue de dimension d de GQp sur
un E-espace vectoriel V , où E une extension finie de Qp, on obtient une représentation
semi-linéaire (continue) de dimension d[E : Qp] sur Cp en considérant l’action diagonale
de GQp sur W := V ⊗Qp Cp. W est un E ⊗Qp Cp-module libre de rang d par construction.
Il est aussi clair de la construction que Ŵ∞ et W∞ sont des modules sur E ⊗Qp Qcycl

p et
E ⊗Qp Qp(µp∞) respectivement. Ils sont même libres de rang d.

Lemme 2.8.5. Ŵ∞ et W∞ sont des modules libres de rang d sur E ⊗Qp Qcycl
p et E ⊗Qp

Qp(µp∞) respectivement.

Démonstration. Pour toute extension de corps F/Qp, l’anneau E⊗Qp F est un produit fini
d’extensions algébriques de F . Un module de type fini sur un produit de corpsA =

∏k
i=1 Fi

est de la forme M =
∏k

i=1 Vi, où Vi est un Fi-espace vectoriel de dimension finie, et M est
libre de rang d exactement si dimFi

Vi = d pour tout i. Si tous les Fi sont des extensions
finies d’un corps F et L est une extension arbitraire de F , alors Fi ⊗F L est un produit fini
d’extensions finies de L, donc

(
k∏

i=1

Fi)⊗F L

est un produit fini d’extensions algébriques de L. De plus, Vi ⊗F L est un produit d’es-
paces vectoriels de dimension dimFi

Vi sur chacun des corps apparaissant dans Fi ⊗F L.
En particulier, M est libre de rang d si et seulement si M ⊗F L l’est. Dans notre cas, on a

(E ⊗Qp Qp(µp∞))⊗Qp(µp∞ ) Qcycl
p = E ⊗Qp Qcycl

p ,

(E ⊗Qp Qcycl
p )⊗Qcycl

p
Cp = E ⊗Qp Cp,
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et
W∞ ⊗Qp(µp∞ ) Qcycl

p = Ŵ∞, Ŵ∞ ⊗Qcycl
p

Cp = W.

Par la discussion précédente, comme W est libre de rang d sur E ⊗Qp Cp, il suit que W∞

et Ŵ∞ sont aussi libres de même rang.

Enfin, notons que par (2.8.4), φ est un morphisme de E⊗QpQp(µp∞)-modules surW∞.
Par le lemme 2.8.5, en choisissant une base, φ est donné par une matrice dansMn×n(E⊗Qp

Qp(µp∞)), qui possède un polynôme caractéristique P ∈ E ⊗Qp Qp(µp∞)[X], appelé le
polynôme de Sen de la représentation V . Celui-ci est en fait dans E[X].

Lemme 2.8.6. Le polynôme P appartient au sous-anneau E[X].

Démonstration. Il suffit de montrer que σ(P ) = P pour tout σ ∈ Gal(Qp(µp∞)/Qp), où
l’action est celle induite par l’action de Gal(Qp(µp∞)/Qp) sur Qp(µp∞). Fixons une E⊗Qp

Qp(µp∞)-base e1, . . . , en de W∞, et soit M la matrice correspondant à φ dans cette base.
Il est clair de la définition que si Uσ ∈ GLn(E ⊗Qp Qp(µp∞)) est la matrice dont la i-ième
colonne est donnée par les coordonnées de σ(ei) dans la base e1, . . . , en, alors la matrice
correspondant à φ ◦σ est MUσ, tandis que celle de σ ◦φ est Uσσ(M). Comme φ commute
avec l’action de Gal(Qp(µp∞)/Qp), il suit que σ(M) = U−1

σ MUσ. Par conséquent, le
polynôme caractéristique de σ(M), qui est σ(P ), est égal au polynôme caractéristique de
M , qui est P , comme voulu.

Il suit du lemme 2.8.6 que les racines du polynôme caractéristique de φ sont bien défi-
nies pour chaque choix de plongement de E dans Qp.

Définition 2.8.7. Soient α1, . . . , αn les racines du polynôme caractéristique de

φ ∈Mn×n(E ⊗Qp Qp(µp∞)),

comptées avec multiplicité. −α1, . . . ,−αn sont appelées les poids de Hodge-Tate-Sen de
la représentations V .

Il suit de la définition que remplacer le corps E par une extension finie plus grande de
Qp préserve les poids de Hodge-Tate-Sen.

Le nom de poids de Hodge-Tate-Sen peut s’expliquer de la façon suivante. Étant donnée
W une représentation semi-linéaire continue de dimension n de GQp sur Cp, si on voit
l’opérateur φ comme un opérateur Qp(µp∞)-linéaire sur le Qp(µp∞)-espace vectoriel W∞,
alors on peut encore une fois parler des n racines de son polynôme caractéristique, par un
argument analogue à celui de la preuve du lemme 2.8.6. On dit que la représentation W est
de Hodge-Tate de poids k1, . . . , kn s’il existe une décomposition

W =
n⊕

i=1

Cp(−ki)
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comme représentations semi-linéaires, où Cp(−ki) est la représentation semi-linéaire de
dimension 1 telle qu’il existe un générateur v pour lequel tout σ ∈ GQp agit par multiplica-
tion par χ−ki(σ). Une représentation semi-linéaireW de dimension n est de Hodge-Tate de
poids k1, . . . , kn si et seulement si l’opérateur de Sen de W est semi-simple et ses valeurs
propres (comptées avec multiplicité) sont −k1, . . . ,−kn (voir [Sen80, p. 101]).

Remarque 2.8.8. Soit Cp[T, T
−1] où GQp agit sur T k par multiplication par le caractère χk

et sur Cp via son action habituelle. Soit V une représentation (linéaire) de dimension n de
GQp . On a une décomposition

V ⊗Qp Cp[T, T
−1] =

⊕
k∈Z

V ⊗Qp CpT
k,

qui respecte l’action de GQp . En prenant les éléments GQp-invariants, on obtient un Qp-
espace vectoriel gradué

(V ⊗Qp Cp[T, T
−1])GQp =

⊕
k∈Z

Vk,

où Vk = (V ⊗Qp CpT
k)GQp . Alors V ⊗Qp Cp est de Hodge-Tate si et seulement si (V ⊗Qp

Cp[T, T
−1])GQp est de dimension n sur Qp, et ses poids de Hodge-Tate sont exactement les

k tels que Vk ̸= 0, avec multiplicité donnée par la dimension de Vk. Cela explique notre
convention de signe dans la définition des poids de Hodge-Tate-Sen.

Étant donnée une représentation continue de GQ sur une extension finie de Qp, on ob-
tient une représentation continue deGQp par restriction à un sous-groupe de décomposition.
Elle est bien définie à isomorphisme près. On peut donc lui associer un opérateur de Sen
et des poids de Hodge-Tate-Sen. Il suit de [Fal87] que les représentations associées à des
formes propres classiques de poids k ont pour poids de Hodge-Tate-Sen 0 et k − 1. De
plus, on peut montrer que le déterminant de la représentation associée à une forme propre
surconvergente de poids k est de poids de Hodge-Tate-Sen k − 1. Cela peut être déduit de
la définition 2.6.6 par un calcul de l’action de Sℓ/ℓ, que nous ne ferons pas ici comme nous
n’avons pas défini l’action de l’algèbre de Hecke de façon explicite.

L’opérateur de Sen et les poids de Hodge-Tate-Sen se comportent bien sous plusieurs
constructions classiques de la théorie des représentations.

Lemme 2.8.9. Soit E une extension finie de Qp.

(1) Pour une représentation continue de GQp sur un E-espace vectoriel V de dimension
finie et V ′ ⊆ V une sous-représentation (i.e., un sous-espace vectoriel qui est GQp-
invariant), on aW ′

∞ = W∞∩W ′ et l’opérateur de Sen de V ′ est donné par la restriction
de l’opérateur de Sen de V . Aussi, pour W ′′ = (V/V )′ ⊗Qp Cp, on a W ′′

∞ = W∞/W
′
∞

et l’opérateur de Sen de (V/V )′ est l’endomorphisme sur W ′′
∞ induit par l’opérateur

de Sen de V .

(2) Soient des représentations continues de dimension finie de GQp sur des espaces vecto-
riels V1, . . . , Vn sur E.
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(a) Pour V = V1⊕. . .⊕Vn avec l’action diagonale, on aW∞ = (W1)∞⊕. . .⊕(Wn)∞,
et l’opérateur de Sen de V est la somme directe des opérateurs de Sen des Vi.

(b) Pour V = V1⊗E. . .⊗EVn avec l’action diagonale, on aW∞ = (W1)∞⊗E⊗QpQp(µp∞ )

. . .⊗E⊗QpQp(µp∞ ) (Wn)∞, si l’opérateur de Sen de Vi est φi, l’opérateur de Sen de
V est donné par

φ1 ⊗ 1⊗ . . .⊗ 1 + 1⊗ φ2 ⊗ 1⊗ . . .⊗ 1 + . . .+ 1⊗ . . .⊗ 1⊗ φn.

(3) Pour V ′ = Λr(V ) la représentation donnée (par exemple) par la restriction de la
représentation de GQp sur V ′′ = V ⊗r au sous-espace engendré par les éléments de la
forme

1

r!

∑
τ∈Sr

sgn(τ)vτ(1) ⊗ . . .⊗ vτ(r),

pour v1, . . . , vr ∈ V , le module W ′
∞ s’identifie au sous-module de W ′′

∞ = W⊗r
∞ engen-

dré par les éléments de la forme

1

r!

∑
τ∈Sr

sgn(τ)mτ(1) ⊗ . . .⊗mτ(n)

pour m1, . . . ,mn ∈ W∞.

(4) Si V ′ est la semi-simplification de V , alors V et V ′ ont le même polynôme de Sen.

Démonstration. Les identifications des "W∞" suivent directement de la définition de ce
sous-espace et de comparaison de dimensions sur Qp(µ

∞
p ). Les assertions (1) et (2) suivent

de (2.8.4) et d’un argument par récurrence. Le point (3) est une combinaison de (1) et
(2)(b). Enfin, le point (4) suit de (1) et (2)(a) et du fait que si ψ est un endomorphisme d’un
espace vectoriel V1 qui préserve un sous-espace V2 et Pi est le polynôme caractéristique de
φ|Vi

, alors P2 divise P1 et le polynôme caractéristique de ψ sur V1/V2 est P1/P2.

Remarque 2.8.10. Étant donné une représentation continue V de GQ ou de GQp sur un
espace de dimension n sur une extension finie E de Qp, son déterminant, vu comme un
caractère continu ou une représentation continue de dimension 1, est donné par Λn(V ). Il
suit du lemme 2.8.9 que l’opérateur de Sen associée est donnée par la multiplication par
la trace de l’opérateur de Sen de V . En particulier, pour une représentation de dimension
2 associée à une forme propre surconvergente de poids k, la somme des poids de Hodge-
Tate-Sen est k − 1.

Enfin, on peut définir une notion d’opérateur et de polynôme de Sen pour des représen-
tations (linéaires) continues ρ : GQp −→ GLn(R), où R est une Qp-algèbre de Banach
(cf. [Sen88], [Sen93]). À une telle représentation, on peut attacher un opérateur de Sen
φ ∈ Mn×n(R⊗̂QpCp), et son polynôme de Sen. Voici une liste de propriétés importantes
de φ.
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(1) Les opérateurs de Sen de deux représentations ρ, ρ′ : GQp −→ GLn(R) sont conju-
gués si et seulement s’il existe un sous-groupe ouvert U ⊆ GQp tel que ρ|U⊗̂QpCp et
ρ|′U⊗̂QpCp sont isomorphes comme représentations semi-linéaires (défini de la façon
évidente). [Sen93, p. 30]

(2) Pour tout choix de R, la matrice φ est conjuguée à un élément de Mn×n(R ⊗Qp F )
pour F une extension finie de Qp. En particulier, son polynôme caractéristique est dans
ce même anneau. [Sen93, p. 30]

(3) Si R′ est une autre Qp-algèbre de Banach et λ : R −→ R′ est un morphisme continu de
Qp-algèbres, alors φR′ = λ(φR) (et donc similairement pour les polynômes de Sen).
[Sen93, p. 29]
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Chapitre 3

Actions localement analytiques

3.1 Actions localement analytiques
La notion clé introduite dans [Pan25] est celle d’action localement analytique d’un

anneau (abstrait) sur un espace de Banach p-adique. Dans le chapitre 4, on montre théorème
1.0.3 en utilisant le fait que l’action de l’algèbre de Hecke sur certains espaces de formes
modulaires surconvergentes est localement analytique selon cette définition.

Définition 3.1.1. Soit W un espace de Banach sur Qp.

(1) Une application linéaire continue T : W −→ W est dite localement analytique s’il
existe un polynôme unitaire P ∈ Zp[X] tel que l’opérateur P (T ) envoie la boule unité
fermée W0 ⊆ W dans pW0.

(2) SoitA un anneau (pas forcément commutatif) muni d’une action linéaire surW . On dit
que cette action est localement analytique s’il existe un réseau ouvert et borné L qui est
stable sous l’action de A tel que pour tout n ≥ 1, l’image de A dans EndZ/pnZ(L/pnL)
est un anneau fini.

Remarque 3.1.2. Voici quelques remarques sur ces définitions.

(1) Dans la partie (1) de la définition, dans le cas où T est localement nilpotent, c’est-à-
dire que limn→∞ T nv = 0 pour tout v ∈ W , si T est localement analytique, on peut
prendre le polynôme P de la forme Tm. En effet, on a un polynôme P (T ) tel que
p(T )(W0) ⊆ pW0. Si on réduit modulo p, on trouve que P (T ) = 0 comme endo-
morphisme de W0/pW0, où P est la réduction modulo p de P . On peut décomposer
P (X) = XnP 0(X), où X ne divise pas P 0(X). Soit P0(X) un relèvement de P 0(X)
dans Zp[X]. On a P0(X) = a0 + Q(X) où Q a pour terme constant 0 et a0 est inver-
sible modulo p. Pour tout k ≥ 1, en multipliant P0(X) par un polynôme Rk(X), on
obtient P0(X)Rk(X) = a2

k

0 − Q(X)2
k . En particulier, comme T est topologiquement

nilpotent, pour tout v ∈ W0, on peut trouver un entier 2k tel que T ℓv ∈ pW0 pour tout
ℓ ≥ 2k. Il suit que

0 = T nP0(T )Rk(T )v0 = a2
k

0 T
nv0,
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et donc T nv0 = 0. Comme v0 était arbitraire, on a que T n est 0 comme endomorphisme
de W0/pW0. Ainsi, d’une certaine façon, la notion de localement analytique permet de
passer de la convergence faible vers 0 de la suite (T n)n à la convergence forte.

(2) La partie (2) de la définition ne dépend pas vraiment du choix de L. En effet, si L′ est
un autre réseau stable sous l’action de A, alors il existe des entiers k1 et k2 tels que

pk2L′ ⊆ pk1L ⊆ L′.

Le noyau du morphisme A −→ EndZ/pnZ(L′/pnL′) est l’ensemble des a ∈ A tels que
aL′ ⊆ pnL′. Mais c’est certainement le cas pour tous les a ∈ A avec aL ⊆ pn+k2L,
c’est-à-dire ceux dans le noyau de A −→ EndZ/pn+k2Z(L/pn+k2L).

(3) Dans le cas où A est noethérien dans la partie (2) de la définition, il suffit de vérifier le
résultat pour n = 1. En effet, si In est le noyau du morphisme A −→ End(L/pnL),
on a que A/In1 ↠ A/In, et donc il suffit de montrer que A/In1 est fini. Or, si A est
noethérien, I1 est de type fini sur A et on a la filtration

0 ⊆ In−1
1 /In1 ⊆ . . . ⊆ I1/I

n
1 ⊆ A/In1

dont les quotients des termes successifs (Im−1
1 /In1 )/(I

m
1 /I

n
1 ) = Im−1

1 /Im1 pour 1 ≤
m ≤ n− 1 sont de type fini sur A/Im1 , et sont donc des ensembles finis par récurrence.

(4) Si l’action de A satisfait la partie (2) de la définition et son action préserve la boule
unité fermée, alors l’endomorphisme linéaire donné par l’action de tout a ∈ A est
localement analytique dans le sens de la partie (1).

Si W est de dimension finie, tout opérateur de norme ≤ 1 est automatiquement loca-
lement analytique (par le théorème de Cayley-Hamilton). Un autre exemple intéressant est
le cas où W est un espace vectoriel sur, disons, Qp, et A = OE[[X1, . . . , Xr]] pour E une
extension finie de Qp, et où les opérateurs Xi sont topologiquement nilpotents. Par le point
(1) de la remarque 3.1.2, il existe un n tels que Xn

i W0 ⊆ pW0 pour tout i. On a alors que
l’action de A s’étend en une action de E ′⟨X1/p

1/n, . . . , Xr/p
1/n⟩, où E ′ est une extension

finie de E contenant une racine n-ième de p.

3.2 Faux invariants de Hasse
Considérons l’algèbre de Hecke T = TKp := Zp[GL2(Ap

f )//K
p]. Le but de cette sec-

tion est d’établir que l’action de T sur l’espace de Banach sur Cp des sections du faisceau
inversible ωKpKp sur certains ouverts de X ∗

KpKp,Cp
est localement analytique, dans le sens

de la définition 3.1.1. Dans la section 4, on en déduit le théorème 1.0.3. Pour montrer que
l’action de T est localement analytique, on utilise l’existence du morphisme des périodes
de Hodge-Tate du théorème 2.5.2 qui permet de construire un modèle entier formel de
X ∗

KpKp,Cp
et d’exploiter les propriétés de la courbe modulaire perfectoïde "au niveau fini",

c’est-à-dire à un niveau KpKp.
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Lemme 3.2.1. Fixons Kp ⊆ GL2(Ap
f ) un sous-groupe ouvert et compact contenu dans

UN pour N ≥ 3 premier à p. Pour tout sous-groupe ouvert et compact Kp ⊆ GL2(Qp)
suffisamment petit, il existe un schéma formel projectif X∗

KpKp
sur Spf(OCp) muni d’un

recouvrement affine DKpKp,1,DKpKp,2 et d’un faisceau inversible ample ωint
KpKp

naturels
qui vérifient les propriétés suivantes.

(1) X∗
KpKp

est un modèle entier formel de X ∗
KpKp,Cp

, c’est-à-dire que X ∗
KpKp,Cp

est la fibre
générique de X∗

KpKp
.

(2) La fibre générique de DKpKp,i est VKpKp,i (cf. section 2.5).

(3) La fibre générique de ωint
KpKp

est ωKpKp .

(4) Les actions de GL2(Ap
f ) sur

colimKp→1H
0(X ∗

KpKp
, ω⊗k

KpKp
), colimKp→1H

0(VKpKp,i, ω
⊗k
KpKp

)

et les actions de T sur

H0(X ∗
KpKp

, ω⊗k
KpKp

), H0(VKpKp,i, ω
⊗k
KpKp

)

(cf. remarque 2.6.3) préservent

colimKp→1H
0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k), colimKp→1H

0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k),

et
H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k), H0(DKpKp,i, (ω

int
KpKp

)⊗k)

respectivement. On a aussi une action à gauche naturelle de GL2(Ap
f ) sur

colimKp→1H
0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k/pn)

et une action de T sur
H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k/pn)

pour tout n ≥ 1.

(5) Pour tout n ≥ 1 et tout Kp suffisamment petit en fonction de n et de Kp, il existe des
sections globales sn,1, sn,2, appelées les faux invariants de Hasse, telles que DKpKp,i

est l’ouvert où sn,i est inversible, et telles que sn,i est GL2(Ap
f )-invariante, et la multi-

plication par sn,i commute avec l’action de T.

(6) H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k) s’identifie à la boule unité de H0(VKpKp,i, ω
⊗k
KpKp

) pour un
choix naturel de norme qui fait de H0(VKpKp,i, ω

⊗k
KpKp

) un espace de Banach sur Cp.

Démonstration. Considérons le faisceau inversible O(1) sur (P1
Cp
)ad, muni de ses sections

globales habituelles x1, x2. Par la partie (2) théorème 2.5.2, on a une identification naturelle
π∗
KpKp

ωKpKp = π∗
HTO(1). Soient e1 et e2 les sections globales de π∗

HTO(1) obtenues en
tirant en arrière x1 et x2. Soient VKp,1, VKp,2 les ouverts définis par les conditions |e2/e1| ≤
1 et |e1/e2| ≤ 1 respectivement (de façon équivalente, les préimages des ouverts donnés
par |x2/x1| ≤ 1 et |x1/x2| ≤ 1). Définissons VKp,{1,2} comme l’intersection VKp,1 ∩ VKp,2.
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Alors, par la partie (4) du théorème 2.5.2, pour ∅ ̸= J ⊆ {1, 2} il existe un système
d’ouverts affinoïdes VKpKp,J tels que

X ∗
Kp ∼ lim

Kp→1
X ∗

KpKp,Cp

se restreint en

VKp,J ∼ lim
Kp→1

VKpKp,J .

On a que ei est inversible sur VKp,i. Soit n ≥ 1. Par densité, pour Kp suffisamment petit, il
existe des

sn,i ∈ H0(VKpKp,i, ωKpKp)

xn,i ∈ H0(VKpKp,i,OXKpKp
)

tels que
|1− sn,i/ei| ≤ |pn| (3.2.2)

et
|e3−i/ei − xn,i| ≤ |pn|, (3.2.3)

sur l’ouvert VKp,i. On a alors des sections sn,i, sn,ixn,i ∈ H0(VKpKp,i, ωKpKp) avec sn,i
inversible et |sn,ixn,i/sn,i| = |xn,i| ≤ 1 sur VKpKp,i pour i = 1, 2. De plus, on a que
VKpKp,{1,2} est défini par la condition |xn,i| = 1 dans VKpKp,i. Ainsi, par [Sch15, Lemma
II.1.1], les morphismes naturels

Spf(O+
X ∗

KpKp,Cp
(VKpKp,{1,2})) −→ Spf(O+

X ∗
KpKp,Cp

(VKpKp,i))

sont des immersions ouvertes, et les DKpKp,i := Spf(O+
X ∗

KpKp,Cp
(VKpKp,i)) pour i = 1, 2

se recollent le long de DKpKp,{1,2} := Spf(O+
X ∗

KpKp,Cp
(VKpKp,{1,2})) pour former un schéma

formel projectif X∗
KpKp

dont la fibre générique est X ∗
KpKp,Cp

. De plus, il existe un unique
faisceau inversible (à isomorphisme canonique près) ωint

KpKp
sur X∗

KpKp
dont la fibre géné-

rique est ωKpKp tel que

sn,i, sn,ixn,i ∈ H0(DKpKp,i, ω
int
KpKp

) ⊆ H0(DKpKp,i, ω
int
KpKp

)[1/pn] = H0(VKpKp,i, ωKpKp)

et sn,i est inversible sur H0(DKpKp,i, ω
int
KpKp

) (et cet unique faisceau est ample). Il existe
aussi des sections globales uniques sn,i ∈ H0(X∗

KpKp
, ωint

KpKp
/pn) qui satisfont

sn,i|DKpKp,i
≡ sn,i mod pn

et
sn,i|DKpKp,3−i

≡ sn,3−ixn,3−i mod pn.

En particulier, sn,i est inversible exactement sur DKpKp,i.
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On montre que ces constructions ne dépendent pas des choix de sn,i, xn,i, et que X∗
KpKp

et ωint
KpKp

ne dépendent pas de n. Pour X∗
KpKp

, c’est clair par construction. Pour ωint
KpKp

, on
remarque que pour tout autre choix s′n,i, x

′
n,i, on a∣∣∣s′n,i

sn,i

∣∣∣ = ∣∣∣s′n,i
ei

ei
sn,i

∣∣∣ ≤ 1

sur VKp,i (et donc sur VKpKp,i), donc s′n,i/sn,i ∈ O+
X ∗

KpKp,Cp
(VKpKp,i), et c’est même un

élément inversible, d’inverse sn,i/s′n,i. Similairement, (s′n,ix
′
n,i)/(sn,ixn,i) est un élément

inversible de O+
X ∗

KpKp,Cp
(VKpKp,i). Ainsi, par l’unicité, ωint

KpKp
est le même faisceau, qu’il

soit définit à partir des sn,i, xn,i ou des s′n,i, x
′
n,i. En particulier, tout choix de "sn,i, xn,i"

donne aussi un choix de "sm,i, xm,i" pour m ≤ n, donc la construction de ωint
KpKp

ne dépend
pas de n. Enfin, pour les sn,i, cela vient du fait que pour tout choix de sn,i, on a sn,i ≡
ei mod pn sur VKp,i et sn,3−ixn,3−i ≡ ei mod pn sur U3−i. Cela montre les points (1),
(2) et (3). Pour le point (6), la multiplication par n’importe quel choix de sn,i donne un
isomorphisme

H0(DKpKp,i,OX∗
KpKp

) −→ H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k).

On a le résultat voulu en prenant la norme correspondant à la norme supremum (comme
variété analytique rigide) sur H0(DKpKp,i,OX∗

KpKp
).

Le fait que les X∗
KpKp

, DKpKp,i, ωint
KpKp

et sn,i soient canoniques permet de montrer (4)
et (5). En effet, pour ∅ ̸= J ⊆ {1, 2}, les isomorphismes [g] : VgKpg−1Kp,J −→ VKpKp,J

(cf. théorème 2.5.2 (3)) sont données par des isomorphismes d’anneaux topologiques

OX ∗
KpKp

(VKpKp,J) −→ OX ∗
gKpg−1Kp

(VgKpg−1Kp,J)

qui se restreignent en des isomorphismes d’anneaux topologiques

O+
X ∗

KpKp
(VKpKp,J) −→ O+

X ∗
gKpg−1Kp

(VgKpg−1Kp,J).

Cela définit un isomorphisme [g] : X∗
gKpg−1Kp

−→ X∗
KpKp

de schémas formels sur Spf(OCp)

dont la fibre générique est [g] : X ∗
gKpg−1Kp,Cp

−→ X ∗
KpKp,Cp

. La fibre générique du faisceau
inversible [g]∗ωint

KpKp
sur X ∗

gKpg−1Kp
est [g]∗ωKpKp , et pour ∅ ̸= J ⊆ {1, 2}, on a

H0(DKpKp,J , [g]
∗ωint

KpKp
) ⊆ H0(DKpKp,J , [g]

∗ωint
KpKp

)
[1
p

]
= H0(VKpKp,J , [g]

∗ωKpKp).

L’isomorphisme g : [g]∗ωKpKp −→ ωgKpg−1Kp
induit des isomorphismes compatibles de

OX ∗
gKpg−1Kp,Cp

(VgKpg−1Kp,J)-modules

H0(VgKpg−1Kp,J , [g]
∗ωKpKp) −→ H0(VgKpg−1Kp,J , ωgKpg−1Kp

)
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pour ∅ ̸= J ⊆ {1, 2}. Les images MJ de H0(DKpKp,J , [g]
∗ωint

KpKp
) à travers ces isomor-

phismes se recollent en un faisceau inversible ω sur X∗
gKpg−1Kp

, dont la fibre générique est,
par construction, ωgKpg−1Kp

. Pour montrer qu’on a une identification canonique entre ω et
ωint
gKpg−1Kp

, il reste à montrer que les éléments

g · sn,i ∈ H0(DgKpg−1Kp,i, ω) ⊆ H0(VgKpg−1Kp,i, ωgKpg−1Kp
)

et
g · xn,i ∈ H0(VgKpg−1Kp,i,OXgKpg−1K∗

p
),

satisfont (3.2.2) et (3.2.3) (avec g ·sn,i à la place de sn,i et g ·xn,i à la place de xn,i). Or, cela
suit du fait que, pour Kp suffisamment petit en terme de g, on a un diagramme commutatif
d’espaces adiques

X ∗
gKpg−1Kp,Cp

X ∗
gKpg−1,Cp

(P1
Cp
)ad

X ∗
KpKp,Cp

X ∗
Kp,Cp

[g]

πHT

πgKpg−1Kp

[g]

πKpKp

πHT

Cela montre que l’action à droite de GL2(Ap
f ) sur la tour des (X ∗

KpKp,Cp
, ωKpKp) est la fibre

générique d’une action sur la tour des (X∗
KpKp

, ωint
KpKp

). En particulier, les actions de T sur
H0(X ∗

KpKp,Cp
, (ωint

KpKp
)⊗k) etH0(VKpKp,i, ω

⊗k
KpKp

) se restreignent àH0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k)

et à H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k) pour i = 1, 2. On peut aussi définir une action de T sur
H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k/pn) de la même façon. Cela montre (4).

Enfin, par un argument similaire à précédemment, on voit que sn,i est GL2(Ap
f )-invariant.

Cela implique que la multiplication par sn,i commute avec l’action de l’algèbre de Hecke
sur H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k/pn), et sur

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k/pn) = H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)/pn.

En effet, pour un élément [KpgKp] ∈ T et une section t ∈ H0(U, (ωint
KpKp

)⊗k)/pn pour
U = X∗

KpKp
ou DKpKp,i, si KpgKp = g1gK

p ⊔ . . . gngKp, on a

[KpgKp](t⊗ sn,i) =
n∑

i=1

gig · t⊗ sn,i =
( n∑

i=1

gig · t
)
⊗ sn,i = ([KpgKp]t)⊗ sn,i,

ce qui montre (5).

Remarque 3.2.4. Comme ωint
KpKp

est ample, pour tout k suffisamment grand, on a

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn) = H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k)/pn.
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Il suit de la construction que sous cette identification, l’action de T sur ce module est celle
induite par l’action de T sur H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k). Un résultat similaire est vrai pour

l’action de GL2(Ap
f ).

À partir de maintenant, on fixeKp et on suppose queKp est suffisamment petit pour que
X∗

KpKp
,DKpKp,i, ω

int
KpKp

et s1,i existent. On montre que l’action de l’algèbre de Hecke sur
tous les H0(VKpKp,i, ω

⊗k
KpKp

) est localement analytique, pour i = 1, 2. Par le lemme 3.2.1,
le réseau H0(DKpKp,i, (ω

int
KpKp

)⊗k), qui correspond à la boule unité de H0(VKpKp,i, ω
⊗k
KpKp)

pour une norme naturelle, est stable sous l’action de T. On montre le résultat suivant.

Théorème 3.2.5. Pour i = 1, 2, l’action de T sur l’espace de Banach p-adique(∏
k∈Z

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)
)
⊗Zp Qp

muni de la norme donnée par ∥(ak)k∈Z∥ = supk∈Z∥ak∥k, où ∥·∥k est la norme donnée par
la partie (6) du lemme 3.2.1 sur H0(VKpKp,i, ω

⊗k
KpKp), est localement analytique.

Démonstration. D’abord, comme DKpKp,i est un schéma formel affine, le foncteur des
sections globales est exact, donc on a une identification

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)/pn = H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k/pn).

Ensuite, pour K ′
p ⊆ Kp, on a une application OCp-linéaire et T-équivariante

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k/pn) −→ H0(DKpK′
p,i, (ω

int
KpK′

p
)⊗k/pn).

Cette application est injective. En effet, comme la multiplication par p est injective sur
les modules H0(DKpKp,i, (ω

int
KpKp

)⊗k) et H0(DKpK′
p,i, (ω

int
KpK′

p
)⊗k), il suffit de montrer le

résultat pour n = 1. Comme sn,1 est inversible sur DKpKp,i et DKpK′
p,i, on se réduit au

cas k = 0. Dans ce cas, on a l’injectivité car les morphismes VKpK′
p,i −→ VKpKp,i sont

surjectifs et les courbes modulaires sont réduites. Ces applications induisent des injections
T-équivariantes∏

k∈Z

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k) −→
∏
k∈Z

H0(DKpK′
p,i, (ω

int
KpK′

p
)⊗k).

Ainsi, on peut supposer que Kp suffisamment petit pour que les faux-invariants de Hasse
sn,i, i = 1, 2, existent.

Comme sn,i est inversible sur DKpKp,i et la multiplication par sn,i est T-équivariante,
on a que

H0(DKpKp,i,OX∗
KpKp

/pn)
×skn,i−→ H0(DKpKp,i, (ω

int
KpKp

)⊗k/pn)
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est un isomorphisme de OCp-modules qui est T-équivariant, et donc on se réduit au cas
k = 0. Maintenant, on a

H0(DKpKp,i,OXKpKp
/pn) = colim

×sn,i

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn), (3.2.6)

où le côté droit de (3.2.6) est la colimite du diagramme

H0(X∗
KpKp

,OX∗
KpKp

/pn)
×sn,i−→ H0(X∗

KpKp
, ωint

KpKp
/pn)

×sn,i−→ H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗2/pn)
×sn,i−→ · · ·

Cela suit du fait que X∗
KpKp

est un schéma formel sur Spf(Zp) qui admet un recouvrement
par des ouverts affines formels dont l’intersection est un ouvert affine formel, et qu’un fais-
ceau d’idéaux de définition pour celui-ci est pnOX∗

KpKp
, par construction. Cela implique

que l’espace annelé (X∗
KpKp

,OX∗
KpKp

/pn) est un schéma quasi-compact et quasi-séparé sur
SpecZ/pnZ, ωint

KpKp
est un faisceau inversible sur ce schéma et sn,i est inversible exacte-

ment sur DKpKp,i. L’identification voulue est alors un résultat classique de la théorie des
schémas.

Comme ×sn,i est T-équivariant, l’action de T sur chacun desH0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn),
k ≥ 0, induit une action de T sur leur colimite, et l’identification (3.2.6) est compatible avec
ces actions. Ainsi, il suffit de montrer que

(1) L’image de T dans EndOCp/(p
n)(H

0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn)) est un ensemble fini pour
tout k ≥ 0 suffisamment grand, et

(2) Le noyau kerk de

T −→ EndOCp/(p
n)(H

0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn))

vérifie kerk+1 ⊇ kerk pour tout k suffisamment grand.

En effet, notons que l’action de T sur le côté droit de (3.2.6) ne dépend que son action
sur H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k/pn) pour tous les k suffisamment grands, par la propriété uni-

verselle des colimites. Ainsi, si k0 est suffisamment grand pour que l’image de T dans
EndOCp/(p

n)(H
0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k0/pn)) soit un ensemble fini et que pour tout k ≥ k0,

on a
kerk ⊇ kerk−1 ⊇ . . . ⊇ kerk0 ,

alors le morphisme T −→ EndOCp/(p
n)(H

0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn)) se factorise par T/ ker(k0)
pour tout k ≥ k0, qui est un ensemble fini, comme il est en bijection avec l’image de T
dans EndOCp/(p

n)(H
0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k0/pn)).

Pour montrer (1), notons que puisque ωint
KpKp

est ample et est sans pn-torsion par construc-
tion, pour tout k suffisamment grand, on a H1(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k) = 0, et donc

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn) = H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k)/pn.
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Comme l’action de T sur H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k)/pn est induite par l’action de T sur le
module H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k) (cf. remarque 3.2.4), il suffit de montrer que l’image de T

dans
EndOCp

(H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k)) (3.2.7)

est un Zp-module de type fini. En effet, alors, l’action de T sur H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k)/pn

se factorise par une action de la réduction modulo pn de l’image de T dans (3.2.7), qui est
un Z/pnZ-module de type fini. Le OCp-module H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k) est sans p-torsion,

donc on a

EndOCp
(H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k)) ⊆ EndCp(H

0(X ∗
KpKp,Cp

, ω⊗k
KpKp

)).

L’intérêt d’être passé aux sections globales est que, comme X∗
KpKp

et X ∗
KpKp,Cp

sont propres
sur Spf(OCp) et Spa(Cp,OCp) respectivement, H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k) est un module de

type fini sur OCp et H0(X ∗
KpKp,Cp

, ω⊗k
KpKp

) est un Cp-espace vectoriel de dimension finie.
Aussi, on a

H0(X ∗
KpKp,Cp

, ω⊗k
KpKp

) = H0(X ∗
KpKp

, ω⊗k
KpKp

)⊗Qp Cp,

et, par construction, l’action de T sur H0(X ∗
KpKp,Cp

, ω⊗k
KpKp

) est obtenue par changement
de base de celle sur H0(X ∗

KpKp
, ω⊗k

KpKp
). Il suit que im(T)⊗Zp Qp est un Qp-espace vecto-

riel de dimension finie. Si on munit im(T) ⊗Zp Qp ⊆ EndCp(H
0(X ∗

KpKp,Cp
, ω⊗k

KpKp
)) de la

norme d’opérateur (pour n’importe quel choix de norme sur H0(X ∗
KpKp,Cp

, ω⊗k
KpKp

)), on a
donc que im(T) est un Zp-sous-module borné dans un espace vectoriel normé de dimension
finie sur Qp, ce qui implique que im(T) est lui-même un module de type fini sur Zp (voir
le lemme 3.2.10).

Enfin, pour (2), notons que comme sn,1, sn,2 engendrent globalement ωint
KpKp

, on a une
suite exacte

0 → (ωint
KpKp

)⊗k−1/pn
(sn,1,sn,1)→ ((ωint

KpKp
)⊗k/pn)⊕2 (sn,2,−sn,1)→ (ωint

KpKp
)⊗k+1/pn → 0.

(3.2.8)
En effet, l’injectivité du premier morphisme est claire. Pour l’exactitude à droite, par exemple,
ωint
KpKp

/pn est un faisceau inversible engendré par deux sections globales, donc il induit un
morphisme de schémas

(X∗
KpKp

,OX ∗
KpKp

/pn) −→ P1
Z/pnZ

pour lequel ωint
KpKp

est obtenu en tirant en arrière O(1). La suite exacte (3.2.8) est obtenue
en tirant en arrière puis en tensorisant avec (ωint

KpKp
)⊗k la suite exacte habituelle

0 −→ OP1
Z/pnZ

(−1) −→ O⊕2
P1
Z/pnZ

−→ OP1
Z/pnZ

(1) −→ 0.

Comme ωint
KpKp

est ample et n’a pas de pn-torsion, il suit queH1(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k−1/pn) =
0 pour k suffisamment grand (cela suit de la suite exacte longue en cohomologie), donc, en
prenant les sections globales, on obtient une suite exacte

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn)⊕2 (sn,2,−sn,1)−→ H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k+1/pn) −→ 0,
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et, comme les sn,i sont T-invariants, le premier morphisme est T-équivariant. En particu-
lier, si T ∈ T agit par 0 sur H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k/pn), il agit aussi de façon nulle sur

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k+1/pn).

Pour obtenir le résultat tel que formulé dans l’énoncé du théorème, on remarque que,
pour le réseau

L :=
∏
k∈Z

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k) ⊆
(∏

k∈Z

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)
)
⊗Zp Qp,

l’action diagonale de T dansL/pn est complètement déterminée par sa restriction au facteur
H0(Di,OX∗

KpKp
/pn), comme vu plus haut.

Remarque 3.2.9. Un corollaire de la preuve est que l’action d’un élément T ∈ T sur
H0(DKpKp,i,OX∗

KpKp
/pn) est complètement déterminée par l’action de T sur le module

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn) pour n’importe quel k suffisamment grand. Plus précisément,
il existe un k0 ≥ 1 tel que l’ensemble des T ′ ∈ T tels que T et T ′ ont la même action sur
H0(DKpKp ,OX∗

KpKp
/pn) est exactement l’ensemble des T ′ qui ont la même action que T

sur H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn), et ce pour n’importe quel choix de k ≥ k0. En effet, les
assertions (1) et (2) de la preuve impliquent qu’il existe un k0 ≥ 0 à partir duquel le noyau
de

T −→ EndOCp/(p
n)(H

0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn))

se stabilise, disons sur l’idéal H . En particulier, comme on a un diagramme commutatif

T/H EndOCp/(p
n)(H

0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k+1/pn))

EndOCp/(p
n)(H

0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn))

×sn,i

et que les deux morphismes qui partent de T/H sont bijectifs sur leur image, on a que
l’action de T sur H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k+1/pn) est complètement déterminée par celle sur

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn).

Il nous reste à démontrer un lemme sur les Zp-sous-modules bornés d’un Qp-espace
vectoriel de dimension finie.

Lemme 3.2.10. Soit V un espace vectoriel normé de dimension finie sur Qp. Soit M ⊆ V
un Zp-sous-module borné. Alors M est de type fini sur Zp.
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Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que V = Qd
p pour un d ≥ 1. Par

équivalence des normes sur les espaces de dimension finie sur Qp, on a que M est contenu
dans un cube (p−mZp)

d ⊆ Qd
p, et donc en est un Zp-sous-module. Or, (p−mZp)

d est de
type fini sur Zp, et est donc noethérien, comme Zp est noethérien. Il suit que chacun de ses
sous-modules, dont M , est de type fini sur Zp.
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Chapitre 4

Application aux représentations
galoisiennes

On applique les résultats de la section 3, et spécialement le théorème 3.2.5, au calcul des
poids de Hodge-Tate-Sen des représentations associés aux formes propres surconvergentes.

À partir de maintenant, on suppose que Kp ⊆ GL2(Ap
f ) est de la forme

∏
ℓ̸=pKℓ pour

Kℓ ouvert et compact, et Kℓ = GL2(Zℓ) pour tous les nombres premiers ℓ en dehors d’un
ensemble fini. Soit S un ensemble fini de nombres premiers contenant p et tous les nombres
premiers ℓ pour lesquels Kℓ ̸= GL2(Zp). On considère l’algèbre de Hecke sphérique TS =
Zp[GL2(AS

f )//
∏

ℓ̸∈S Kℓ]. Elle s’identifie à une sous-algèbre commutative de T, telle que
définie dans la section 3. Dans ce qui suit, on va utiliser à plusieurs reprises le théorème
suivant.

Théorème 4.0.1 ([Sch15, Corollary V.1.11]). Munissons TS de la topologie la plus gros-
sière pour laquelle les applications

TS −→ EndCp H
0(X ∗

KpKp,Cp
, ω⊗k

KpKp
)

pour k ≥ 1 sont continues, où le côté droit est muni de sa topologie comme espace vec-
toriel de dimension finie sur Cp. Alors, pour toute surjection d’anneaux TS −→ A qui
est continue lorsque A est muni de la topologie discrète, il existe un unique déterminant
continu D de dimension 2 à valeurs dans A sur GQ,S tel que, pour tout ℓ ̸∈ S, le polynôme
caractéristique d’un Frobenius géométrique Frobℓ est

X2 − 1

ℓ
TℓX +

1

ℓ
Sℓ. (4.0.2)

Remarque 4.0.3. Dans l’équation (4.0.2), par abus de notation, on dénote par ℓ−1Tℓ et
ℓ−1Sℓ leur image dans A.

Soit A est un anneau topologique (pas forcément fini ou discret) muni d’un morphisme
d’anneaux TS −→ A. Si on a un déterminant continu D de dimension 2 à valeurs dans A
sur GQ,S satisfaisant (4.0.2), alors pour tout morphisme continu λ : A −→ Qp, on obtient
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un déterminant continu de dimension 2 à valeurs dans Qp sur GQ,S . Par le théorème 2.7.16,
ce déterminant provient d’une (unique) représentation continue semi-simple ρλ : GQ,S −→
GL2(Qp), et donc d’une représentation semi-simple deGQ non ramifiée en dehors de S. En
particulier, pour toute forme propre surconvergente f , il existe un morphisme d’anneaux
TS −→ Qp induit par f , envoyant un élément T ∈ TS vers la valeur propre λ ∈ Qp

satisfaisant Tf = λf . On rappelle que par définition, l’image de TS est contenue dans une
extension finie de Qp. Si on a une factorisation

TS Qp

A

f

λ

alors, par l’équation (4.0.2) et la définition de la représentation associée à la forme f (cf.
définition 2.7.10), la représentation (de GQ) induite par le déterminant D est précisément
celle associée à f . On peut donc voir le déterminant sur A comme paramétrisant des repré-
sentations continues de GQ, dont possiblement certaines qui sont associées à des formes
propres surconvergentes.

La méthode employée pour montrer le théorème 1.0.3 est la suivante.

(1) Pour tout Kp suffisamment petit, on construit un anneau topologique R (qui dépend de
Kp et de Kp), qui est une algèbre affinoïde sur une extension finie de Qp, qui reçoit
un morphisme de TS et pour lequel il existe un déterminant continu de dimension 2
à valeurs dans R sur GQ,S satisfaisant (4.0.2) pour tout ℓ ̸∈ S. (En particulier, tout
morphisme de Qp-algèbre R −→ Qp est continu, par la remarque 2.1.8). Cet anneau
agit fidèlement et diagonalement sur l’ensemble des formes modulaires classiques de
niveau KpKp et de poids k ≥ 0. Pour chaque poids fixé, tout élément de R agit à
travers un opérateur de Hecke. Cela nous permet de déduire que les idéaux maximaux
qui correspondent aux formes propres classiques sont denses dans Spec(R), ainsi que
toutes ses composantes irréductibles.

(2) On montre qu’il existe des polynômes Pi ∈ (Ri ⊗Qp Ei)[X], pour Ri les anneaux
correspondants aux composantes irréductibles de R et Ei des extensions finies de Qp,
tels que pour tout morphisme

λ : Ri −→ Qp,

le polynôme de Sen de la représentation qui correspond au déterminant à valeurs dans
Qp induit par celui à valeurs dans R est donné par (λ ⊗Qp 1)(Pi). On montre que le
coefficient constant de chacun de ces polynômes Pi est 0 en utilisant le fait que c’est le
cas pour (λ ⊗ 1)(Pi) pour tout λ provenant d’une forme propre classique et la densité
des idéaux maximaux correspondant aux formes classiques. Cela implique l’un des
poids de Hodge-Tate-Sen de la représentation associée à n’importe quel morphisme
R −→ Qp est 0.
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(3) On montre que tout représentation associée à une forme propre surconvergente de ni-
veau modéré Kp peut être obtenue via un morphisme R −→ Qp pour un certain Kp et
on conclut.

4.1 Construction de l’anneau R et du déterminant
Pour la suite, on fixe un sous-groupe ouvert et compact Kp ⊆ GL2(Qp) suffisamment

petit pour que X∗
KpKp

,DKpKp,i, ωint
KpKp

et s1,i existent. On fixe aussi un choix de i ∈ {1, 2}.
On construit une algèbre affinoïde R, qui dépend de tout ce qui précède, dans

EndCp

((∏
k∈Z

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)
)
⊗Zp Qp

)
,

de sorte que R contient l’image de l’algèbre de Hecke sphérique. Pour ce faire, on construit
une action d’un quotient Rps d’un certain produit fini d’anneaux de séries entières sur
l’anneau des entiers d’une extension finie de Qp, qui représente les relèvements de certaines
pseudo-représentations de GQ,S sur un corps fini F. Par définition, on a un déterminant
continu naturel de dimension 2 à valeurs dans Rps. Ensuite, en utilisant le théorème 3.2.5,
on étend l’action de Rps en une action d’un produit d’algèbres de Tate sur une extension
finie de Qp, et on prend R comme l’image de cette action. Par construction, on obtient
un déterminant continu de dimension 2 à valeurs dans R satisfaisant (4.0.2) pour tout ℓ ̸∈
S, induit par celui à valeurs dans Rps. De plus, tout morphisme TS −→ Qp provenant
d’un vecteur propre commun pour l’action TS sur H0(DKpKp,i, (ω

int
KpKp

)⊗k) s’étend en un
morphisme de Qp-algèbres R −→ Qp. En particulier, dans le cas i = 1 (cf. remarque
2.5.5), VKpKp,1 ∈ VKpKp (cf. section 2.6), et donc on a un morphisme Hecke équivariant

colim
Kp→1

H0(VKpKp,1, (ω
int
KpKp

)⊗k) −→M †
k(K

p).

Pour une forme propre surconvergente dans l’image de ce morphisme, il existe un mor-
phisme de Qp-algèbres R −→ Qp associé à cette représentation. On a aussi que, pour
i = 1, 2, l’image de TS est dense (dans un certain sens) dans R, ce qui nous permet
de définir une action fidèle de R sur chaque H0(X ∗

KpKp,Cp
, ω⊗k

KpKp
) qui se factorise à tra-

vers l’action de TS ⊗ E pour E une extension finie de Qp, ce qu’on interprète comme un
résultat de densité des idéaux maximaux de R correspondant à des formes propres clas-
siques. Cela nous permet de déduire certaines propriétés des représentations obtenues par
les morphismes R −→ Qp des propriétés des représentations associées aux formes propres
classiques (cf. le théorème 4.2.1).

Soit Ti,1 l’image de TS dans EndOCp/(p)
(H0(DKpKp,i,OX∗

KpKp
/p)). Par le théorème

3.2.5, Ti,1 est une Fp-algèbre qui est finie comme ensemble. De plus, on a vu qu’on a une
bijection

H0(DKpKp,i,OX∗
KpKp

/p) = colim
×s1,i

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/p),
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et il existe un k0 tel que pour tout k ≥ k0, l’image d’un élément de TS dans Ti,1 est dé-
terminée par son action sur H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k/p) (cf. remarque 3.2.9). En particulier,

par amplitude, on peut choisir k suffisamment grand pour avoir

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/p) = H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k)/p.

La préimage d’un élément de Ti,1 dans TS coïncide donc avec la préimage d’un élé-
ment de l’image de TS dans H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k)/p, qui est certainement un ouvert

dans la topologie sur TS définie dans le théorème 4.0.1. On applique le théorème 4.0.1
pour construire un déterminant continu Di,1 de dimension 2 à valeurs dans Ti,1 sur GQ,S

qui satisfait (4.0.2) pour tout ℓ ̸∈ S. L’anneau Ti,1 étant de dimension finie sur Fp, tout
ses idéaux premiers sont maximaux et c’est un produit fini de Fp-algèbres locales dont
les corps résiduels sont des extensions finies de Fp (voir [Sta25, 00JA]). Fixons F un
corps fini qui admet un plongement de tous ces corps résiduels, et fixons un morphisme
W (F)[1/p] −→ Qp (de façon équivalente, un morphisme F −→ OCp/(p)). Alors, Ti,1⊗FpF
agit sur H0(DKpKp,i,OX∗

KpKp
/p), où F agit par multiplication par un scalaire via le mor-

phisme F −→ OCp/(p). On dénote par Ti l’image de Ti,1⊗FpF (de façon équivalente, celle
de TS ⊗Zp W (F)) dans EndOCp/(p)

(H0(DKpKp,i,OX∗
KpKp

/p)). Elle possède un nombre fini
d’idéaux premiers, tous maximaux, et le corps résiduel de chacun d’eux est canoniquement
isomorphe à F via le morphisme F −→ Ti. Encore une fois, par [Sta25, 00JA], on peut
écrire

Ti =
∏

m∈SpecTi

Ti,m

où chaque Ti,m est une F-algèbre locale dont l’unique idéal premier correspond à m.
Le déterminant Di,1 induit un déterminant continu Di de dimension 2 à valeurs dans
l’anneau fini et discret Ti sur GQ,S via le morphisme Ti,1 −→ Ti. Via les morphismes
Ti −→ Tm/m = F, on obtient des déterminants continus Dm à valeurs dans F. Les déter-
minants Di et Dm satisfont tous les deux (4.0.2).

Soit Rps
m la W (F)-algèbre locale et profinie de corps résiduel F qui représente les relè-

vements continus de Dm, et Duniv
m le déterminant universel sur Rps

m (cf. proposition 2.7.20).
Écrivons

Rps =
∏

m∈SpecTi

Rps
m .

On définit une action OCp-linéaire de Rps sur H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k), qui s’étend en une
action Cp-linéaire sur H0(VKpKp,i, ω

⊗k
KpKp

), en définissant des morphismes compatibles

Rps −→ H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k/pn) = H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)/pn

pour tout n ≥ 1 à partir des propriétés universelles desRps
m . Notons l’image de TS⊗ZpW (F)

dans
EndOCp/(p

n)(H
0(DKpKp,i, (ω

int
KpKp

)⊗k/pn))
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par Tk,n
i . En particulier, Ti = T0,1

i . La multiplication par sk1,i induit des isomorphismes

T0,1
i −→ Tk,1

i

qui respectent les morphismes de TS⊗ZpW (F). Il suit qu’on a une décomposition naturelle
en produit de F-algèbres locales

Tk,1
i =

∏
m∈SpecTi

Tk,1
i,m.

Ensuite, pour tout k ∈ Z et tout n ≥ 1, la F-algèbre Tk,n
i est finie comme ensemble, donc,

comme avant, on peut l’écrire comme un produit fini de F-algèbres locales. De plus, on a
un morphisme surjectif Tk,n

i −→ Tk,1
i , qui envoie un endomorphisme linéaire de

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)/pn

à l’endomorphisme correspondant sur

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)/p.

Il est clair de la définition que la préimage du nilradical de Tk,1
i est précisément le nilra-

dical de Tk,n
i . En particulier, le morphisme Tk,n

i −→ Tk,1
i induit un isomorphisme sur les

réductions, et donc on peut écrire

Tk,n
i =

∏
m∈SpecTi

Tk,n
i,m ,

où chaque Tk,n
i,m est une F-algèbre locale de corps résiduel F, et tout morphisme surjectif

Tk,n
i,m −→ F se factorise par Tk,n

i −→ Tk,1
i .

Soit n ≥ 1. Pour construire un déterminant sur Tk,n
i , on commence par construire un

déterminant dans l’image de TS dans

EndOCp/(p
n)(H

0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k/pn))

en utilisant le théorème 4.0.1. Pour ce faire, on doit montrer la continuité du morphisme
TS vers son image. Encore une fois, on exploite les faux-invariants de Hasse.

Lemme 4.1.1. Soit n ≥ 1. Il existe un m = m(n) ≥ 1 tel que sm1,i se relève en une
section s ∈ H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗m) et la multiplication par (la réduction modulo pn) de s

commute avec l’action de TS sur(∏
k∈Z

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k/pn)
)
⊗Zp Qp.
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Démonstration. Par amplitude de ωint
KpKp

, il existe un ℓ tel que sℓ1,i se relève en une section
globale s0 ∈ H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗ℓ). Comme sℓ1,i est G(Ap

f )-invariante et par la remarque
3.2.4, on a que

(g − 1)s0 ∈ pH0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗ℓ)

pour tout g ∈ G(Ap
f ). Cela implique que

(g − 1)sp
k

0 ∈ pk+1H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗ℓpk),

et donc, par définition de l’action de l’algèbre de Hecke (cf. (2.3.8)),

T (tsp
k

0 )− T (t)sp
k

0 ∈ pk+1H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗ℓpk+j)

pour tout T ∈ TS et tout t ∈ H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗j). En particulier, on obtient le résultat
voulu avec m = ℓpn−1.

Par le lemme 4.1.1, pour tout n ≥ 1, il existe une section s ∈ H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗m/pn)
telle que la multiplication par s commute avec l’action de l’algèbre de Hecke, et qui est in-
versible exactement sur DKpKp,i. Ainsi, on a un isomorphisme TS-équivariant

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k/pn) = colim
×s

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k+mj/pn).

Par le même argument que dans la remarque 3.2.9, on a une identification de l’image de TS

dans
EndOCp/(p

n)(H
0(DKpKp,i, (ω

int
KpKp

)⊗k/pn))

et dans
EndOCp/(p

n)(H
0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗k+jm/pn))

pour tout j suffisamment grand. Comme avant, par le théorème 4.0.1, on peut donc construire
un déterminant continu de dimension 2 à valeurs dans l’image de TS dans

EndOCp/(p
n)(H

0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k/pn))

sur GQ,S qui satisfait (4.0.2) pour tout ℓ ̸∈ S. Le morphisme de cette image vers Tk,n
i induit

un tel déterminant Dk,n
i à valeurs dans Tk,n

i , et un déterminant Dk,n
i,m à valeurs dans Tk,n

i,m .
Il est clair que le déterminant Dk,n

i,m est un relèvement de Dm, et donc il existe un unique
morphisme d’anneaux topologiques

Rps
m −→ Tk,n

i,m ,

où Tk,n
i,m est muni de la topologie discrète, tel que le déterminantDk,n

i,m est induit parDuniv
m via

ce morphisme. En particulier, le déterminantDk,n
i est obtenu du déterminant

∏
m∈SpecTi

Duniv
m

via le morphisme Rps −→ Tk,n
i . Par construction, les morphismes

Rps −→ Tk,n
i
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sont compatibles avec les morphismes surjectifs Tk,n
i −→ Tk,n′

i pour n′ < n, et avec les
isomorphismes T0,1

i −→ Tk,1
i . Cela nous permet de définir l’action de Rps : étant donné

r ∈ Rps et f ∈ H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k), soit rn son image dans Tk,n
i , et rn un relèvement

de rn comme endomorphisme de

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k).

On définit rf comme

rf = lim
n→∞

rnf.

Cela ne dépend, bien sûr, pas du choix des relèvements rn. Cette action s’étend en une
action Cp-linéaire sur chaque H0(VKpKp,i, ω

⊗k
KpKp

) par linéarité.

Explicitement, l’anneau Rps
m est donné, comme anneau topologique, par un quotient

d’un anneauW (F)[Xm,1, . . . , Xm,nm ] muni de la topologie (p,Xm,1, . . . , Xm,nm)-adique (voir
la proposition 2.7.20). En particulier, comme les morphismes Rps −→ Tk,1

i sont continus
pour la topologie discrète sur Tk,1

i et compatibles avec les isomorphismes T0,1
i −→ Tk,1

i , la
préimage de 0 ∈ Tk,1

i dans chaque facteur W (F)[Xm,1, . . . , Xm,nm ] est ouverte, et il existe
un n, indépendant de k, pour lequel

Xn
m,iH

0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k) ⊆ pH0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)

pour tout m et tout i. En particulier, l’action de∏
m∈SpecTi

W (F)[Xm,1, . . . , Xm,nm ]

sur (∏
k

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)
)
⊗Zp Qp

à travers l’action de Rps s’étend en une action d’un produit d’algèbres de Tate∏
m∈SpecTi

E⟨Xm,1/p
1/n, . . . , Xm,nm/p

1/n⟩

pour E une extension finie de Qp contenant une racine n-ième de p fixée p1/n. On définit
R comme l’image de ce produit dans

EndCp

((∏
k∈Z

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)
)
⊗Zp Qp

)
.

Les propriétés suivantes sont immédiates de la définition de R.

(1) R est une algèbre affinoïde sur E.
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(2) R agit sur (∏
k∈Z

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)
)
⊗Zp Qp,

et son action préserve chacun des facteurs H0(VKpKp,i, ω
⊗k
KpKp

).

(3) Pour tout r ∈ R et tout n ≥ 0, il existe un r′ ∈ R de norme d’opérateur ≤ 1 sur(∏
k∈Z

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)
)
⊗Zp Qp

ainsi qu’un x ∈ Rps ⊗W (F) OE et un j ≥ 0 tels que r = x/pj + pnr′.

La proposition suivante donne certaines autres propriétés importantes de R.

Proposition 4.1.2. Soit R défini comme plus haut.

(1) Le morphisme naturel Rps −→ R est continu.

(2) L’image de Rps dans R contient l’image de TS ⊗Zp W (F) dans(∏
k∈Z

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)
)
⊗Zp Qp.

(3) Il existe un déterminant continu de dimension 2 à valeurs dans R sur GQ,S qui satisfait
(4.0.2) pour tout ℓ ̸∈ S.

(4) Tout vecteur propre commun f pour l’action de TS sur H0(VKpKp,i, ω
⊗k
KpKp

) est un vec-
teur propre commun pour l’action de R, et les valeurs propres associées aux différents
éléments r ∈ R sont dans l’adhérence du Qp-espace vectoriel engendré par les valeurs
propres associées aux différents éléments de TS ⊗ZP

E.

(5) Pour tout k ∈ Z, l’action de R se restreint en une action de H0(X ∗
KpKp,Cp

, ω⊗k
KpKp

), qui
est une extension de l’action de TS , et l’image de cette action coïncide avec l’image de
TS ⊗ E.

Démonstration. Pour (1), il suffit de montrer que chacun des morphismes

W (F)[Xm,1, . . . , Xm,nm ] −→ E⟨Xm,1/p
1/n, . . . , Xm,nm/p

1/n⟩

est continu, ce qui est clair.

Pour (2), si, pour Duniv =
∏

m∈SpecTi
Duniv

m et ℓ ̸∈ S, on a D(X − Frobℓ) = X2 −
aℓX + bℓ pour aℓ, bℓ ∈ Rps, alors, par définition du morphisme Rps −→ Tk,n

i , l’image de
aℓ coïncide avec l’image de ℓ−1Tℓ et l’image de bℓ avec celle de ℓ−1Sℓ. Ainsi, il suit que les
images de aℓ et bℓ dans R, vu comme sous-ensemble de

EndCp

((∏
k∈Z

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k)
)
⊗Zp Qp

)
,
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sont respectivement ℓ−1Tℓ et ℓ−1Sℓ. Aussi, on a que bℓ = Duniv(Frobℓ) admet un inverse
b−1
ℓ = Duniv(Frob−1

ℓ ), dont l’image dans R est (ℓ−1Sℓ)
−1. Comme TS ⊗Zp W (F) est en-

gendrée par les Tℓ, Sℓ et S−1
ℓ pour ℓ ̸∈ S, on a (2).

Pour (3), par continuité de Rps −→ R, on obtient un déterminant continu D de dimen-
sion 2 à valeurs dans R sur GQ,S . La discussion précédente montre qu’il satisfait (4.0.2)
pour tout ℓ ̸∈ S.

Pour (4), soit f ∈ H0(VKpKp,i, ω
⊗k
KpKp

) un vecteur propre commun pour l’action de TS .
Par construction de l’action de Rps, f est aussi un vecteur propre commun pour l’action de
Rps. Ensuite, pour tout r ∈ R et tout n ≥ 1, il existe un r′ ∈ R de norme d’opérateur ≤ 1,
x ∈ Rps ⊗Zp OE et j ≥ 0 tel que r = x/pj + pnr′. On a donc que

rf =
1

pj
xf + pnr′f.

Comme n est arbitraire, rf ∈ Cpf , et même f ∈ Ef où E est l’adhérence du sous-Qp-
espace vectoriel de Cp engendré par les valeurs propres des éléments de TS pour le vecteur
propre f .

Enfin, pour (5), comme H0(X ∗
KpKp,Cp

, ω⊗k
KpKp

) admet une base de formes propres clas-
siques, par (4), R préserve H0(X ∗

KpKp,Cp
, ω⊗k

KpKp
). Tout r ∈ R est dans l’adhérence de

l’image de TS ⊗Zp E pour la norme d’opérateur sur H0(VKpKp,i, ω
⊗k
KpKp

), et donc aussi sur
H0(X ∗

KpKp,Cp
, ω⊗k

KpKp
). Comme l’image de TS ⊗Zp E dans

EndCp(H
0(X ∗

KpKp,Cp
, ω⊗k

KpKp
))

est un E-espace vectoriel de type fini (cf. la preuve du théorème 3.2.5) et E est un corps
complet, c’est une partie fermée de

EndCp(H
0(X ∗

KpKp,Cp
, ω⊗k

KpKp
))

muni de sa norme d’opérateur. En particulier, l’image de R est exactement l’image de
TS ⊗Zp E, comme voulu.

Enfin, un dernier résultat important est que l’action de R sur les H0(X ∗
KpKp,Cp

, ω⊗k
KpKp

)
est fidèle lorsqu’on considère tous les niveaux k ≥ 0 simultanément.

Proposition 4.1.3. Le morphisme d’anneaux

R −→ EndCp

((∏
k≥0

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k)
)
⊗Zp Qp

)
est injectif.
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Démonstration. Supposons qu’il existe un r ∈ R non nul dans le noyau. Quitte à multiplier
par une puissance de p1/n ∈ E, on peut supposer que x est de norme d’opérateur ≤ 1, de
sorte que r préserve ∏

k≥0

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k),

mais aussi que r n’agit pas par 0 dans∏
k≥0

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k/p).

Notons que par construction de l’action de R sur les H0(X ∗
KpKp

, ωℓ
KpKp

), l’élément r agit
sur les H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)ℓ) pour tout ℓ. La stratégie est de montrer qu’il existe un m

suffisamment grand tel que l’action de r commute avec la multiplication par sm1,i. Cela
montrera le résultat voulu. En effet, si un tel m existe, on a que l’identification

H0(DKpKp,i, (ω
int
KpKp

)⊗k/p) = colim
u≥0

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k+mu/p)

respecte l’action de r. En particulier, pour k pour lequel r n’agit pas de façon nulle sur
H0(DKpKp,i, (ω

int
KpKp

)⊗k/p), il doit exister un u ≥ 0 pour lequel l’action de r sur

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k+mu/p) = H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k+mu)/p

n’est pas nulle. En particulier, cela implique que l’action de r sur

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k+mu)

n’est pas nulle, ce qui est en contradiction avec le fait que x est dans le noyau.

Il reste à démontrer notre assertion. On peut écrire r = x/pj + pr′, où r′ ∈ R est de
norme d’opérateur ≤ 1 et x ∈ Rps⊗W (F)OE . Par le lemme 4.1.1, il existe un m tel que sm1,i
se relève en une section globale s ∈ H0(X∗

KpKp
, (ωint

KpKp
)⊗m) telle que

T (st)− sT (t) ∈ pj+1H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k+m).

Comme l’action de tout élément de Rps sur

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k+m)/pj+1

coïncide avec celle d’un élément de TS , cela reste vrai pour T ∈ Rps, et tout T ∈ Rps⊗W (F)
OE . Il s’ensuit que

r(st)− sr(t) = p−j(x(st)− sx(t)) + p(r′(st)− sr′(t))

∈ pH0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k+m)

pour tout k ∈ Z et tout t ∈ H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k). Cela complète la démonstration de
l’assertion.
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On interprète ce résultat comme un résultat de densité des idéaux maximaux de R qui
correspondent aux formes propres classiques.

Corollaire 4.1.4. L’ensemble des idéaux maximaux correspondant aux formes propres
classiques est dense dans SpecR, ainsi que dans toutes ses composantes irréductibles.

Démonstration. L’adhérence de l’ensemble des idéaux maximaux correspondant aux formes
propres classiques est l’ensemble d’annulation de leur intersection. Soit r ∈ R un élément
dans cette intersection. L’image de r dans

EndCp

((∏
k≥0

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k)
)
⊗Zp Qp

)

est un opérateur qui agit diagonalement sur chaqueH0(X ∗
KpKp,Cp

, ω⊗k
KpKp

). De plus, l’action
de r sur chacun de ces facteurs correspond à l’action d’un élément de TS ⊗Zp E. Par
hypothèse, pour tout f qui est un vecteur propre commun de tous les éléments de TS⊗ZpE,
on a que xf = 0. Or, par la théorie classique des formes modulaires, H0(X ∗

KpKp,Cp
, ω⊗k

KpKp
)

admet une base de tels vecteurs propres communs, donc r agit par 0 sur tout l’espace
H0(X ∗

KpKp,Cp
, ω⊗k

KpKp
). Il suit que l’image de r dans

EndCp

((∏
k≥0

H0(X∗
KpKp

, (ωint
KpKp

)⊗k)
)
⊗Zp Qp

)
est égale à 0, donc, par la proposition 4.1.3, on a que r = 0. Cela donne la densité dans R.

Maintenant, en général, pour un anneau noethérien A, si S est un sous-ensemble dense
de SpecA, alors S ∩ U est dense dans U pour tout ouvert U . Soient I1, . . . , In les idéaux
premiers minimaux de A. Si U ∩ V (Ij) ∩ S = ∅, alors U ∩ S est contenu dans le fermé
U ∩

⋃
i ̸=j Ij . En particulier, l’adhérence de U ∩S est contenu dans le fermé U ∩

⋃
i ̸=j V (Ii),

qui est strictement plus petit que U si U ∩ V (Ij) ̸= ∅. Cela contredit le fait que S ∩ U
est dense dans U . On obtient le résultat voulu en appliquant à A = R, qui est affinoïde, et
donc noethérien.

4.2 Interpolation du polynôme de Sen
Comme R est une Q-algèbre, la donnée du déterminant continu D sur R est équiva-

lente à la donnée d’une pseudo-représentation continue T : GQ,S −→ R de dimension 2
(cf. proposition 2.7.17). Pour tout morphisme de Qp-algèbres λ : R −→ Qp, la composi-
tion λ ◦ T est une pseudo-représentation continue de dimension 2 de GQ,S dans le corps
algébriquement clos Qp. Par le théorème 2.7.12, il existe, à isomorphisme près, une unique
représentation continue semi-simple de dimension 2 de GQ,S sur Qp dont la trace est λ ◦T .
On montre le résultat suivant.
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Théorème 4.2.1. Pour tout λ : R −→ Qp, l’un des poids de Hodge-Tate-Sen de la repré-
sentation associée à λ ◦ T est 0.

On montre le théorème 4.2.1 en construisant des polynômes sur des quotients de R qui
interpolent le polynôme de Sen des représentations associées à λ ◦ T pour les différents λ.
Cela nous permet de déduire le théorème 4.2.1 du cas des formes propres classiques via le
corollaire 4.1.4. On illustre la méthode de preuve du théorème 4.2.1 dans un cas simple.
Par exemple, s’il existe une représentation

ρR : GQ,S −→ GL2(R)

dont la trace est T , on peut construire son polynôme de Sen P ∈ (R ⊗Qp E
′)[X]. Pour

tout morphisme de Qp-algèbres λ : R −→ Qp (qui est automatiquement continu), la semi-
simplification de la représentation ρλ : GQ,S −→ GL2(Qp) obtenue de ρR par composition
avec λ est exactement celle associée à λ ◦ T . Par fonctorialité du polynôme de Sen, on a
que le polynôme de Sen Pλ de ρλ (et donc celui de sa semi-simplification, par la partie
(4) du lemme 2.8.9) est (λ⊗Qp 1)(P ). En particulier, si on peut montrer que le coefficient
constant de P est nul, il en est de même pour tout Pλ, ce qui montre le théorème 4.2.1.
Or, pour tout λ associé à une forme propre classique, le polynôme Pλ a pour coefficient
constant 0, comme toute représentation associé à une forme propre classique de poids k a
pour poids de Hodge-Tate-Sen 0, k − 1, donc son coefficient constant est nul. Par le corol-
laire 4.1.4, il suit que le coefficient constant de P est nul.

Pour le cas général, on a le résultat suivant.

Lemme 4.2.2. Soit S une E-algèbre affinoïde qui est intègre et normale, et soit T :
GQ,S −→ S une pseudo-représentation continue, telle que T (c) = 0 pour c une conju-
gaison complexe de GQ,S . Alors il existe un polynôme P ∈ (S ⊗Qp E

′)[X] pour E ′ une
extension finie de Qp tel que pour tout morphisme de Qp-algèbres λ : S −→ Qp, le poly-
nôme de Sen de la représentation de dimension 2 associée à λ ◦ T est (λ⊗Qp 1)(P ).

On montre le théorème 4.2.1 en supposant le lemme. Soient R1, . . . ,Rn les quotients de
R par ses différents idéaux minimaux. Chaque Ri est affinoïde et intègre. Comme une al-
gèbre affinoïde surE est de Nagata, sa clôture entière R′

i est de type fini comme R-module,
donc elle admet une structure naturelle d’algèbre affinoïde, et le morphisme Ri −→ R′

i est
continu (voir la partie (3) du lemme 2.1.10). On obtient une pseudo-représentation conti-
nue T ′

i dans R′
i par composition de T avec R −→ R′

i. Soit c ∈ GQ,S une conjugaison
complexe. On a que T (c) = 0, et donc T ′

i (c) = 0 pour tout i. En effet, il suit, par exemple,
de [Hid12, Theorem 4.2.7 (1)], que λ ◦ T (c) = 0 pour tout λ correspondant à une forme
propre classique. Autrement dit, pour tout idéal maximal m de SpecR correspondant à une
forme propre classique, T (c) ∈ m. Par le corollaire 4.1.4, il suit que T (c) = 0, comme
voulu.

On applique le lemme 4.2.2 pour obtenir des polynômes Pi ∈ (R′
i ⊗Qp Ei)[X] tels que

pour tout morphisme de Qp-algèbres λ′ : R′
i −→ Qp, le polynôme de Sen de la repré-

sentation semi-simple de trace λ′ ◦ T ′
i est Pi,λ′ = (λ′ ⊗Qp 1)(Pi). Il suit du théorème de
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Cohen-Seidenberg que tout morphisme de Qp-algèbres λ : Ri −→ Qp s’étend en un mor-
phisme λ′ : R′

i −→ Qp. Ainsi, si on peut montrer, comme plus haut, que le terme constant
de Pi est nul, on aura prouvé le théorème 4.2.1, comme tout morphisme R −→ Qp se
factorise par l’un des Ri.

Pour montrer que le coefficient constant est nul, on procède de façon analogue au cas
spécial expliqué plus haut. Soit

∑
j aj ⊗ bj le terme constant de Pi, avec les bj ∈ Ei linéai-

rement indépendants sur Qp, et aj ∈ R′
i. On a que cette expression est 0 si et seulement

si tous les aj sont nuls. Si aj ̸= 0 pour un certain j, alors il existe un polynôme unitaire
Q(X) ∈ Ri[X] tel que Q(aj) = 0, mais Q(0) ̸= 0. Par le corollaire 4.1.4, il existe un
poids k et une forme propre classique f ∈ H0(X ∗

KpKp,Cp
, ω⊗k

KpKp
) telle que le morphisme

de Qp-algèbres λ : R −→ Qp induit par la forme f se factorise par des morphismes
λi : Ri −→ Qp et λ′i : R′

i −→ Qp, et on a λ(Q(0)) ̸= 0. Or, comme la représentation asso-
ciée à la pseudo-représentation λ′i ◦ T ′

i = λi ◦ Ti a pour poids de Hodge-Tate-Sen 0, k − 1,
le coefficient constant de son polynôme de Sen

∑
i λ

′(ai)⊗ bi est nul, ce qui implique que
λ′(aj) = 0. Comme λ, λ′ sont des morphismes d’anneaux, il suit qu’on a

0 ̸= λ(Q(0)) = λ′(Q(0)) = λ′(Q(aj)) = 0,

une contradiction.

Remarque 4.2.3. Une preuve similaire montre aussi que le polynôme Pi est dans R′
i[X].

Il reste à montrer le lemme 4.2.2.

Dém. du lemme 4.2.2. On suit l’approche introduite par Wiles dans [Wil88]. On définit les
fonctions

a(σ) :=
T (cσ) + T (σ)

2

d(σ) := T (σ)− a(σ) =
T (σ)− T (cσ)

2
x(σ, τ) := a(στ)− a(σ)a(τ)

pour σ, τ ∈ GQ,S . Sous certaines hypothèses, on peut se servir de ces fonctions pour
construire une représentation continue GQ,S −→ GL2(S) de trace T . Soit I ⊆ S l’idéal
engendré par les x(σ, τ), appelé idéal de réductibilité. Si I = 0, alors, par définition,
a : G −→ S est un caractère continu de G à valeurs dans S×. On peut vérifier que
x(τ, σ) = d(στ) − d(σ)d(τ), et donc la fonction d est aussi un caractère. On a alors une
représentation continue

GQ,S −→ GL2(S)

σ 7−→
(
a(σ) 0
0 d(σ)

)
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dont la trace est donnée par S . Si I est engendré par un élément x(σ0, τ0), alors on peut
vérifier que

GQ,S −→ GL2(S)

σ 7−→

(
a(σ) x(σ,τ0)

x(σ0,τ0)

x(σ0, σ) d(σ)

)
est une représentation continue deGQ,S dont la trace est T . Dans ces cas-là, on peut prendre
P comme le polynôme de Sen de la représentation GQ,S −→ GL2(S).

En général, on procède en "recollant" cette dernière construction. On peut supposer que
I ̸= 0, sinon on conclut comme expliqué précédemment. Comme S est noethérien, I est
engendré par un nombre fini d’éléments x1, . . . , xr. Comme chacun de ces éléments est
une combinaison S-linéaire de x(σ, τ), on peut supposer que xi = x(σi, τi) pour tout i.
Soit S+ la boule unité fermée de S , qui en est un sous-anneau. Pour chaque i, on définit
S+
i comme la complétion p-adique du sous-anneau S+[x1/xi, . . . , xr/xi], et Si = S[1/p].

Si est naturellement une algèbre affinoïde sur E, et l’application E-linéaire naturelle

S −→ Si

est continue pour tout i (voir le théorème 2.1.9). On obtient donc des pseudo-représentations
continues

Ti : GQ,S −→ Si

qui étendent T . L’idéal de réductibilité pour Ti est engendré sur S par les xj , donc il est
engendré par (l’image de) xi sur Si. Par la construction dans le cas où l’idéal de réductibi-
lité est principal, on a une extension finie E ′ de Qp et des polynômes Pi ∈ (Si ⊗Qp E

′)[X]
de degré 2 qui interpolent le polynôme de Sen des représentations associées à chaque mor-
phisme de Qp-algèbres Si −→ Qp. Concrètement, on a des polynômes unitaires

Pi =
2∑

j=0

(∑
b∈B

ai,j,b ⊗ b
)
Xj,

où B est un sous-ensemble Qp-linéairement indépendant fini de Qp et ai,j,b ∈ Si pour
i = 1, . . . , r. Les ai,j,b, vues comme des fonctions Spm(Si) −→ Qp, sont bornées, comme
Si est affinoïde (voir la partie (6) du lemme 2.1.7).

Maintenant, on définit Yi ⊆ Spm(Si) comme le sous-ensemble ouvert donné par xi ̸=
0, et Xi ⊆ Spm(S) celui donné par |xj| ≤ |xi| pour tout j et xi ̸= 0. Notons que le
morphisme Spm(Si) −→ Spm(S) induit par S −→ Si se restreint en un isomorphisme
Yi −→ Xi. Les restrictions des coefficients ai,j,b à Yi correspondent à des sections a′i,j,b de
OSpm(S) sur Xi. Celles-ci se recollent en des sections sur⋃

i

Xi = Spm(S)\V (I).
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En effet, par définition des ai,j,b, pour tout idéal maximal m de S dans Xi ∩ Xi′ , on a que

2∑
j=0

(∑
b∈B

a′i,j,b ⊗ b
)
Xj =

2∑
j=0

(∑
b∈B

a′i′,j,b ⊗ b
)
Xj

dans S/m[X] (les deux côtés étant le polynôme de Sen d’une même représentation), et
donc a′i,j,b = a′i′,j,b dans S/m. Comme S est de Jacobson (car affinoïde) et réduit, on a que
a′i,j,b|Xi∩Xi′

= a′i′,j,b|Xi∩Xi′
pour tous i, i′, et donc on peut recoller les a′i,j,b en des sections

a′j,b ∈ H0(Spm(S)\V (I),OSpm(S)).

Comme S est normal et les a′j,b sont bornées sur Spm(S)\V (I), elles s’étendent en des
sections globales a′′j,b ∈ S (voir [Bar76, section 3]). On montre que le polynôme

P (X) =
2∑

j=0

(∑
b∈B

a′′j,b ⊗ b
)
Xj ∈ (S ⊗Qp E

′)[X]

satisfait la propriété voulue. D’abord, il suit de la construction que pour tout morphisme de
Qp-algèbres λ : S −→ Qp associé à un idéal maximal m ∈ Spm(S)\V (I), on a que le
polynôme de Sen de la représentation associé à la pseudo-représentation λ ◦ T est

P (X) =
2∑

j=0

(∑
b∈B

λ(a′′j,b)⊗ b
)
Xj.

Pour λ un morphismes de Qp-algèbres S −→ Qp dont le noyau contient I, il existe un
1 ≤ i ≤ r tel que λ s’étend en un morphisme λ′ : S[x1/xi, . . . , xr/xi] −→ Qp. En effet,
cela suit, par exemple, de la surjectivité de l’éclatement de SpecS en I, qui elle-même
suit du fait que S est intègre et I ̸= 0. Le morphisme λ′ est Qp-linéaire, donc il existe un
entier n tel que S+[pnx1/xi, . . . , p

nxr/xi] ⊆ OQp
. On définit S ′+

i comme la complétion
p-adique de S+[pnx1/xi, . . . , p

nxr/xi] et S ′
i = S ′+

i [1/p]. Comme avant, S ′
i est une algèbre

affinoïde, et le morphisme naturel S −→ S ′
i est continu, ce qui permet d’étendre la pseudo-

représentation T en une pseudo-représentation continue T ′
i : GQ,S −→ S ′

i. On a aussi
que le morphisme λ′ s’étend à un morphisme de Qp-algèbres S ′

i −→ Qp par continuité.
Comme plus haut, on a un polynôme P ′

i ∈ (S ′
i ⊗Qp E

′′)[X] qui interpole les polynômes
de Sen associés aux morphismes de Qp-algèbres S ′

i −→ Qp. Par cette discussion, on est
réduit à montrer que P et P ′

i sont égaux dans (S ′
i)

red[X], où (S ′
i)

red est le quotient de S ′
i

par son nilradical (autrement dit, P et Pi coïncident modulo n’importe quel idéal maximal
m de S ′

i). Ici, par abus de notation, on dénote encore par P son image dans (S ′
i ⊗Qp E)[X].

Or, pour tout λ : (S ′
i)

red −→ Qp associé à un idéal maximal m ∈ Spm(S ′
i)

red\V (xi),
c’est certainement le cas. Comme (S ′

i)
red est réduit et de Jacobson, le résultat reste vrai

pour tout idéal maximal m dans une composante irréductible de Spec(S ′
i)

red qui intersecte
Spm(S ′

i)
red\V (xi). Il existe une composante irréductible qui n’intersecte pas cet ouvert

si et seulement si xi est contenu dans un idéal premier minimal de Spec(S ′
i)

red, ce qui

65



implique que xi est un diviseur de 0 de (S ′
i)

red (ou de S ′
i). Soit m ≥ 0 suffisamment grand

pour qu’on ait pmxi ∈ S ′+
i et pmxi ∈ S+. Notons que comme S+[x1/xi, . . . , xr/xi] est

une Qp-algèbre intègre, pmxi n’est pas un diviseur de 0 dans S+[x1/xi, . . . , xr/xi]. Cela
implique qu’il ne l’est pas non plus dans S ′+

i , car toute complétion I-adique d’un anneau
noethérien est plate [Sta25, 06LE]. Ainsi, xi n’est pas un diviseur de 0 dans S ′

i, en on a le
résultat voulu.

4.3 Calcul des poids de Hodge-Tate-Sen
On peut maintenant conclure la preuve. Notons que par notre convention pour l’ordre

des sections habituelles de O(1) (qui n’est pas le même que celui fait dans [Pan25], cf.
remarque 2.5.5), VKpKp,1 ∈ VKpKp pour tout niveau KpKp. Par la proposition 4.1.2 et le
théorème 4.2.1, pour toute représentation provenant d’une forme propre f dans l’image
M1 ⊆M †

k(K
p) de

colim
Kp→1

H0(VKpKp,1, ω
⊗k
KpKp

),

l’un des poids de Hodge-Tate-Sen est 0, et donc, par la remarque 2.8.10, l’autre est k −
1. Pour obtenir le théorème 1.0.3, on montre que toutes les représentations associées à
des formes propres surconvergentes peuvent être obtenues de cette façon. Étant donné que
l’action deB(Qp) et l’action de TS commutent, cette dernière assertion suit directement du
lemme suivant.

Lemme 4.3.1. On a

M †
k(K

p) =
⋃
n≥0

(
1 0
0 pn

)
M1.

Démonstration. Soit V ∈ VKpKp pour Kp suffisamment petit, et écrivons π−1
HT(V∞) =

π−1
KpKp

(V ). Soit V1 ⊆ (P1
Cp
)ad l’ouvert donné par |x2/x1| ≤ 1, de sorte que π−1

HT(V1) =

π−1
KpKp

(VKpKp,1) dans X ∗
Kp,Cp

. Par définition de l’action de GL2(Qp) sur (P1
Cp
)ad, il existe

un élément

g =

(
1 0
0 pn

)
avec n ≥ 0 tel que g−1(V1) ⊆ V∞. Aussi, pour K ′

p suffisamment petit, on a gK ′
pg

−1 ⊆ Kp.
On a alors [g]−1(VKpK′

p,1) ⊆ [id]−1(V ) dans X ∗
KpgK′

pg
−1,Cp

. Par définition de l’action de
B(Qp), il suit que l’image de

H0(V, ω⊗k
KpKp

) −→M †
k(K

p)

est dans gM1. Comme V était arbitraire, cela donne le résultat voulu.
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Remarque 4.3.2. Cet argument montre que toute représentation dans Qp associée à une
forme propre surconvergente se factorise par une représentation sur une extension finie de
Qp. En effet, par la démonstration du lemme 4.2.2 et le lemme 4.3.1, toute telle représen-
tation est obtenue, à isomorphisme près, en composant une représentation sur une algèbre
affinoïde S sur une extension finie de Qp et un morphisme de Qp-algèbres S −→ Qp, et
tout tel morphisme se factorise par une extension finie.
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